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出 版 前 言 


随 着 我 国 加 入 世界 贸易 组 织 ， 社 会 主义 市 场 经 济 和 质量 技术 
监督 事业 的 迅速 发 展 ， 人 迫切 需要 大 量 的 质量 技术 监督 专业 人 才 。 
质量 技术 监督 高 等 专业 教育 在 质量 技术 监督 教育 事业 中 占有 重要 
地 位 ， 对 提高 在 职 人 员 的 素质 、 政 善 队伍 结构 、 培 养 新 生 力 量 具 
有 重要 意义 。 大 力 发 展 质 量 技术 监督 高 等 专业 教育 ， 将 对 质量 技 
术 监 督 事业 产生 深远 的 影响 。 

近年 来 ， 全 国 各 地 质量 技 本 监督 院 校 办 学 条 件 不 断 改 善 ， 抬 
生 规模 不 断 扩 大 ， 教 学 质量 和 水 平 不 断 提高 。 与 此 同时 ,在 质量 
技术 监督 教育 中 ， 高 等 教育 所 占 比 重 不 断 谱 大 。 为 了 适应 这 种 形 
势 ， 加 快 质量 技术 监督 院 校 教材 建设 的 步伐 ， 根据 质量 技术 监督 
院 校 对 专业 提 材 的 实际 需求 ， 我 们 组 织 全 国 质量 技术 监督 及 相关 
院 被 和 单位 编写 了 有 关 标 准 化 、 计 量 、 质 量 等 方面 的 系列 专业 基 
础 课 和 专业 课 教 材 。 

这 套 教 材 主 要 是 根据 质量 技术 监督 高 等 专业 教育 的 需要 编写 
的 。 在 目前 情况 下 ， 存 在 多 种 形式 的 质量 技术 监督 高 等 和 中 和 莹 专 
业 教育 ， 因 此 ， 在 编写 过 程 中 从 内 容 选 取 、 结 构 设 计 、 深 浅 程 度 
等 方面 考虑 了 适用 的 多 样 性 。 上 质量 技术 监督 普通 中 等 专业 教育 、 
职业 教育 和 人 员 技 术 培 训 等 ， 可 参考 本 套 教 材 的 基本 内 容 ， 适 当 
调整 使 用 。 

原 国 家 质量 技术 监督 局 政策 法 规 宣 件 教育 司 进 行 了 木 套 教材 
的 前 期 组 编 工作 。 参 加 教材 审定 工作 的 院 校 和 单位 有 : 中 国 计 量 
学 院 、 河 北大 学 质量 技术 监督 学 院 、 四 川 省 技术 监督 学 校 、 山 东 
省 质量 工程 学 担 、 广 西 计量 学 校 、 河 南 省 质量 工程 学 校 、 天 津 市 
渤海 职业 中 等 专业 学 校 、 吉 宁 省 提 术 监督 职工 中 专 学 校 、 北 京 市 
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质量 技术 监督 培训 中 心 等 。 在 教材 的 编写 、 审 定 等 工作 中 ， 中 国 
计量 出 版 社 、 河 北大 学 质量 技术 监督 学 院 等 单位 做 了 很 多 具体 、 
细致 的 工作 。 

这 楼 教材 的 编写 工作 是 在 时 间 紧 、 难 度 大 的 情况 下 进行 的 ， 
虽然 经 过 多 方面 的 努力 ， 但 仍 可 能 存在 很 多 不 足 之 处 ， 甚 至 于 错 
误 ， 我 们 所 在 使 用 过 程 中 听取 备 方面 意见 ， 于 适当 时 机 组 织 
收 订 。 


国家 质量 监督 检验 检疫 总 局 人 事 司 
2003 年 4 月 


编者 的 话 


计量 测试 技术 与 仪器 、 产 品质 量 检 验 技术 、 质 量 工程 等 质量 
技术 监督 工作 都 是 以 保证 量 值 准确 可 靠 为 前 提 的 ， 而 “ 准 ”的 定 
量 表示 就 是 误差 和 测量 不 确定 度 。《 误 差 理论 与 测量 不 确定 度 评 
定 》 是 质量 技术 监督 类 专业 学 生 必 修 的 一 门 十 分 重要 的 专业 基础 
课 ， 同 时 ， 又 是 检测 技术 与 仪器 、 精 密 仪 器 、 精 密 测试 、 光 学 技 
术 与 光电 仪器 、 自 动 化 仪表 等 测控 技术 与 仪 覆 类 专业 的 重要 技术 
基础 课 。 该 课程 涉及 面 广 ， 实 用 性 强 。 

本 节 注 重 理论 与 测量 实践 相 结 合 ， 书 中 配 有 较 多 应 用 实例 ， 
以 方便 学 生理 解 和 使 用 ; 有关 术语 及 测量 不 确定 度 的 评定 方法 符 
合 最 新 国际 标准 和 国家 计量 技术 规范 ， 反映 了 误差 理论 与 测量 不 
确定 度 的 最 新 研究 成 果 。 重 点 参照 的 技术 规范 有 : 1SO 等 7 个 国 
际 组 织 联 合 发 布 的 《测量 不 确定 度 吉 示 指 南 》 JJF1059 一 1999 
《测量 不 确 度 度 评定 与 表示 》; 国家 质量 技术 监督 局 计量 司 组 编 的 
]JF1059 一 1999 宣 贯 教材 《测量 不 确定 度 评定 与 表示 指南 》。 

本 书 系 统 地 阐述 了 误差 理论、 测量 不 确定 度 的 评定 和 测量 数 
独 的 处 理 方法 。 内 容 包括 : 绪论 、 误 差 的 基本 概念 、 误 差 的 性 
质 、 测 量 不 兢 定 度 的 评定 与 表示 、 直 接 测 量 数 据 的 处 理 、 间 接济 
量 数据 的 处 理 、 线 性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 、 回 归 分 析 。 各 音阶 
有 避 题 供 使 用 者 选用 。 书 后 附 有 常用 数据 表 。 本 书 建议 教学 课时 
为 54 课时， 如 作为 高 职高 专 教材 ， 可 增加 到 72 课时 。 

参加 本 书 编 号 的 有 河北 大 学 李多海 【绪论 、 第 一 、 四 、 五 
章 )， 朱 爱民 、 王 宝 军 (第 二 章 )， 曾 锁 胜 (第 三 章 )， 中国 计量 
学 院 顾 态 芳 (第 六 、 九 章 ); 四 川 技术 监督 学 校 曾 达 【 第 七 、 从 
章 )。 全 书 由 李 人 金海 统 稿 。 

本 书 由 中 国 计 量 科学 研究 院 原 总 工 器 师 施 虽 彦 研究 员 主 审 。 
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参加 审 稿 的 还 有 福建 省 计 重 科学 技术 研究 所 原 副 所 长 潘 汉 瓦 高 级 
工程 师 ， 中 国 计 革 出 版 社 李 素 斧 编辑 。 他 们 对 书稿 做 了 认真 仔细 
的 审阅 ， 提 出 了 大 著 宝 贵 的 指导 性 意见 ， 施 遇 座 先生 还 无 私 页 献 
出 自己 多 年 的 研究 成 果 供 编者 使 用 ， 使 我 们 深 深 感 佩 于 他 的 高 沿 
品质 。 在 此 ， 我 们 一 并 表示 正 心 的 感谢 。 

测 里 不 确定 度 的 概念 煌 对 较 新 ， 并 且 还 在 不 断 完善 。 而 传统 
的 误差 理论 与 现行 的 测量 不 确定 度 概念 的 合理 对 接 还 是 一 个 正在 
探讨 的 问题 ， 加 之 编者 水 平 有 限 ， 书 中 不 足 之 处 在 所 难免 ， 窜 请 
读者 批评 指正 。 


编 者 
2003 年 9 月 
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一 、 测量 误差 的 概念 


众所周知 , 在 自然 科学 中 ， 人 们 通过 测量 得 到 对 事物 的 认识 , 没有 测量 
就 没有 科学 。 测 量 是 人 类 认识 自然 和 改造 自然 的 重要 手段 , 在 国民 经 济 中 
起 着 重要 的 作用 。 然 而 我 们 对 自然 界 的 所 有 的 量 进 行 实验 和 测量 时 ,由 子 
参与 测量 的 五 个 要 素 : 测量 装置 (或 测量 仪器 )、 测 量 人 员 、 测量 方法 、 浏 量 
环境 和 被 测 对 象 自身 都 不 能 够 做 到 完美 无 缺 , 使 得 对 该 量 的 测量 结果 与 该 
量 的 真实 值 之 间 就 存在 一 个 差异 ， 这 个 差异 反映 在 数学 上 就 是 测量 误 
差 ， 

例如 , 用 台式 血压 计 测量 人 体 血 压 ， 测 得 值 的 高 低压 分 别 为 16kPa 和 
12kPa。 分 析 其 测量 误差 由 于 血压 计 在 加 工 、 制 造 过 程 中 刻度 标尺 不 可 能 
刻 得 绝对 均匀 和 准确 而 存在 刻 线 误 差 ， 贮 乘 撼 和 测量 管 的 内 径 不 可 能 加 工 
得 绝对 均匀 和 准确 而 存在 容器 比 的 误差 , 测量 管 标 尺 、 外壳 在 安装 过 程 中 
不 可 能 都 做 到 90 垂直 而 存在 不 垂直 误差 等 等 ,使 得 血压 计 自 身 存在 一 个 固 
有 误差 ; 血压 计 的 设计 参数 采用 温度 ?0 , 重力 加 速度 9. Smys:， 其 实际 使 
用 环境 条 件 根本 无 法 满足 ， 从 而 产生 一 个 环境 条 忻 误差 ; 用 血压 计 测 量 血 
压 槛 求 测量 者 昕 、 看 、 读 三 者 同步 , 实际 测量 时 要 做 到 绝对 同步 屁 不 可 能 
的 ， 而 给 测量 血压 带 来 一 个 测量 误差 ; 由 于 人 有限 的 分 辨 率 最 多 只 能 读 出 分 
度 值 的 1710( 通 常 是 175)， 而 给 测量 血压 带 来 一 个 测量 人 员 的 读数 误差 ; 被 
测量 者 的 血压 值 不 仅 受 患者 疾病 因素 的 影响 ， 同 时 还 受 被 测量 者 的 情绪 、 
运动 程度 , 测量 时 间 等 外 界 因素 的 影响 , 使 被 测量 者 的 自身 血压 也 在 变化 。 
基于 上 述 这 些 误 差 因素 的 影响 , 致使 测量 得 到 的 血压 值 与 被 测量 者 的 客观 
实际 血压 信 存 在 一 定 的 差异 , 要 么 略 高 于 测量 结果 , 要么 略 低 于 测量 结果 。 
但 可 以 断定 被 测量 者 的 实际 血压 绝 不 会 恰好 是 16kPs 和 12kPa, 这 个 数值 
上 的 差异 就 是 血压 的 测量 误差 。 

测量 误差 大 小 的 评 佑 或 测量 不 确定 度 的 评定 ( 即 测量 误差 范围 的 售 计 ) 
正 是 误差 理论 与 数据 处 理 研究 的 内 容 。 
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二 、 误差 公理 

对 某 基 进行 实验 或 测量 时 ,根据 被 测 对 象 的 特点 和 有 关 要 求 、 往 往 可 
以 选择 不 网 的 测量 仪器 、 不同 的 测 基 方 法. 不 同 的 测量 环境 、 不 同 的 测量 人 
员 来 进行 测量 。 例 如 测量 某 孔 的 内 径 可 用 于 分 尺 ， 也 可 用 内 径 百 分 表 在 自 
然 温度 下 测量 ,还 可 以 用 准确 度 高 的 工具 显微镜 在 恒温 宣 内 进行 测量 。 又 
如 测量 某 一 物体 的 质 基 时 , 我 们 既 可 以 用 台秤 、 案 秤 、 电 子 计价 秤 在 自然 温 
度 下 测量 , 也 可 以 采用 不 同等 级 的 天 平 在 恒温 条 件 20 下 进行 测量 , 用 天 
平 测 昔 物体 陆 量 时 既 可 选用 直接 测 董 法 , 义 可 选用 替代 法 或 交 摘 法 进行 测 
量 。 

实验 证 明 , 无 论 选 用 哪 种 测量 方法 , 采用 何 种 测量 仪器 , 其 测量 结果 总 
会 有 误 闭 。 邯 使 在 进行 高 准确 度 的 测量 时 ， 也 会 经 常 发 现 同一 被 测 对 象 的 
这 一 次 浏 重 和 孝 一 次 测量 的 结果 不 完全 相同 ; 用 这 一 台 仪器 和 用 那 一 台 仪 
器 济 得 的 结果 不 完全 相同 ; 在 这 个 环境 和 那个 环境 测 得 的 结果 不 完全 相同 ; 
苏 至 同一 个 测量 人 员 ， 在 相同 的 环境 里 , 用 局 一 台 仪 器 进行 的 两 次 测量 , 其 
结果 也 不 完全 相同 。 这 些 现象 说 明 , 每 一 次 测量 都 存在 误差 , 且 这 些 误差 
又 不 一 定 相等 ， 以 致 被 测 对 象 只 是 一 个 ,而 测 得 的 结果 却 往 往 不 同 。 当 测 
量 方法 先进 ， 测 基 仪 器 准确 时 , 测 得 的 结果 会 更 接近 被 测 对 象 的 实际 状态 ， 
此 时 测量 的 误差 小 、 准 确 度 高 。 但 是 , 任何 先进 的 测量 方法 , 任何 准确 的 测 
量 仪 器 , 均 不 可 能 使 油 量 误差 等 于 零 。 换 言 之 , 任何 测 基 必 然 产生 误 盖 ,不 
会 误差 的 测 基 结果 是 不 存在 的 。 测 量 实践 证 实 了 误差 的 普遍 性 和 必然 性 ， 
下 述 的 误差 公理 已 被 人 们 公认 不 疑 。 

误差 公理 ; 洲 量 结果 都 具有 误差 , 误差 自始至终 存在 于 一 切 科学 实验 
和 测量 的 过 程 之 中 。 


三 、 研 究 误差 理论 的 意义 


1， 确定 测量 误差 是 整个 测量 过 程 不 可 缺少 网 重要 环节 

对 于 不 知 其 测量 误差 的 测量 结果 , 往往 是 无 法 应 用 从 而 也 是 无 意义 的 ， 
例如 在 和 机械 加 工 中 , 对 于 与 某 个 孔 相配 合 的 轴 ， 其 直径 不 能 过 大 或 讨 小 , 否 
则 达 不 到 轴 孔 配合 的 要 求 。 假 设 轴 的 客观 实际 直径 X, 在 9. 99 一 10.01mm 
范围 内 才 是 合格 的 ， 和 理 则 不 符合 要 求 。 现 知道 某 根 轴 直径 的 测 基 结果 为 
10mm, 但 不 知 其 测量 误差 ,那么 这 根 轴 是 否 一 定 符合 要 求 呢 ? 为 此 作 如 下 
分 析 。 

当 轴 直径 测量 误差 的 绝对 值 ， 即 测量 结果 (lj0mm) 与 轴 的 客观 实际 直径 


结论 


Xo 的 差 值 的 绝对 值 不 超过 0.91mm 时 ， 此 时 轴 的 客观 实际 青 径 X 在 9. 99 
一 10.0lmamm 范围 内 ,内 此 是 合格 的 ， 

当 轴 直 答 测量 误 益 的 绝对 值 超过 0.01mm 时 ,此 时 轴 的 客观 实际 直径 
外, 超出 9.99~10. 01mm 范围 ,因此 不 合格 。 

出 此 可 见 , 测量 结果 为 10mm 的 这 根 轴 , 在 不 知 其 测量 误差 时 ， 是 无 法 
济 断 其 合格 与 否 的 。 事 实 .上 上, 它 可 能 是 合格 的 ,也 可 能 是 不 合格 的 ， 这 取 诀 
于 测量 误 准 的 大 小 ， 央 此 ,对 实验 各 测量 数据 进行 科学 分 析 , 合理 进行 测 
量 误 差 员 测 量 不 确定 度 的 估计 ， 确 定 其 大 小 是 误差 理论 研究 的 第 一 个 内 容 。 

2. 误差 理论 是 保证 和 提高 测量 准确 性 的 必要 的 理论 依据 

在 生产 中 , 大 量 的 测量 工作 是 为 了 检验 务 种 被 测 对 象 是 舍 符 合 娄 求 ， 
即 是 否 为 合格 品 。 这 就 要 求 检 验 手 段 ， 即 所 用 的 测量 仪器 种 测量 方法 需 达 
到 一 定 的 准确 性 ， 如 误差 过 大 就 很 可 能 将 不 符合 标准 要 求 的 被 铀 对 象 ， 被 
误 认为 合格 品 而 验收 ,或 者 将 合格 的 被 测 对 象 被 当 作 不 合格 品 而 拒绝 验收 ， 

在 科学 研究 中 ,经常 要 求 测量 尽 可 能 地 减 小 误差 ,并 且 将 测量 误差 大 
小 作为 将 量 研究 成 果 的 一 项 重 竖 指标 。 特 别 在 计量 科学 领域 里 ,计量 科技 
水 平 高 低 的 主要 指标 是 测量 误差 的 大 小 ， 即 测量 准确 度 的 高 低 ， 

因此 , 在 很 多 时 候 , 要 求 我 们 设法 减 小 测量 误差 , 提高 测量 准确 度 ， 这 
就 需要 对 误差 的 产生 原因 ,误差 的 类 型 及 特性 进行 全 面 的 ,系统 的 分 析 与 研 
究 , 从 而 找 出 减弱 或 消除 测量 误差 对 测量 结果 影响 的 方法 与 准则 。 这 些 方 
而 也 正大 误差 理论 所 包含 的 内 容 。 

尽管 测量 误差 不 能 完全 消除 , 但 设法 减 小 测量 误差 对 测量 结果 的 影响 、 
提高 测量 的 准确 度 是 可 行 的 。 

3. 误差 理论 是 合理 选用 、 设 计 仪器 的 必要 理论 依据 

我 们 知道 ,对 一 个 被 测 对 象 的 测量 ， 往 往 可 以 选用 不 后 的 测量 仪器 。 
测量 长 度 可 用 各 种 量规 , 也 可 用 卡尺 、 千分尺 ， 还 可 用 测 长 仪 等 各 种 精密 仪 
髓 。 测 量 温度 可 用 普通 水 银 温度计 , 也 可 用 精密 水 银 温 度 计 ,， 还 可 用 高 准 
确 度 的 由 克 曼 提 度 计 。 淹 这 些 计量 器具 的 准确 性 各 不 相同 ， 所 获得 的 测量 
结果 的 误差 也 各 不 相同 。 一 般 情况 是 测量 的 准确 度 越 高 , 测量 过 程 就 越 复 
杂 , 对 仪器 和 测量 环境 越 苛求 ,对 测量 人 员 的 技术 要 求 也 越 高 ,从 而 耗资 、 
耗 时 也 越 多 。 因 此 , 很 多 测量 工作 , 特别 在 生产 中 大 量 的 测量 检验 ， 并 不 衣 
是 追求 高 准确 度 ， 而 是 在 满足 测量 准确 度 的 前 提 下 , 求 得 测量 工作 测 便 、 经 
济 ， 有 较 高 的 速度 以 适应 生产 的 要 求 ， 这 就 需要 应 用 误差 理论 科学 地 . 合理 
地 选择 测量 器 具 。 

在 设计 仪器 时 , 鉴于 加 工 等 原因 , 有 时 应 用 近似 原理 , 如 以 线性 运动 近 
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似 地 代替 非 线 件 运 动 ,从 而 产生 仪器 原理 设计 误差 。 此外, 在 仪器 零 部 件 
的 加 工 、 装配 和 调试 中 , 由 于 不 可 能 达到 完全 理想 的 位 置 或 状态 , 也 必然 产 
生 加 工 、 装 配 和 调整 误差 , 这 些 误差 都 影响 仪器 的 测量 准确 性 。 设 计 中 需 
应用 误差 理论 来 分 析 并 适当 控制 这 些 误差 因素 ,使 仪器 的 测量 准确 度 达到 
设计 要 求 。 总 之 , 误差 理论 已 成 为 从 事 测量 技术 和 仪器 设计 制造 科技 工作 
者 必 不 可 少 的 理论 知识 , 它 也 局 任何 其 他 科学 理论 一 样 , 将 随 着 生产 和 科 
学 技术 的 发 展 而 进一步 得 到 发 展 和 完善 ， 
4. 合理 进行 调 量 不 确定 度 的 评定 与 表示 是 现代 科技 交流 和 国际 贸易 
的 迫切 需要 

随 着 人 类 社会 的 飞速 发 展 , 在 市 场 竞争 激烈 、 经 济 全 球 化 的 今天 ,科技 
交流 和 国际 贸易 日 益 频 繁 ， 统 一 测量 不 确定 度 的 评定 与 表示 方法 ， 使 各 国 
进行 的 测量 及 得 到 的 结果 可 以 进行 相互 比 对 ， 取 得 相互 承认 或 共识 , 已 经 
受到 了 国际 组 织 和 各 国 计 量 部 门 的 高 度 重视 。 显 然 我 国 要 取得 国际 经 济 和 
市 场 竞争 的 优势 地 位 就 必须 在 各 方面 与 国际 接轨 。 例 如 ,在 质量 管理 体系 
认证 、 产 品质 量 认证 ,实验 室 认可 、 计量 认证 、 出 具 检 定 证 书 、 校准 证 书 、 
检测 报告 、 鉴定 报告 以 及 撰写 学 术 报告 、 技 术 规 范 、 产 品 标准 甚至 艾 定 全 
向、 协议 等 文件 时 , 其 有 关 测 量 结果 和 测量 不 确定 度 的 报告 , 都 应 具有 与 男 
际 一 致 的 评定 和 表示 方法 。 

随 着 科学 技术 的 发 展 ,误差 理论 与 测量 不 确定 度 的 评定 在 理论 上 和 实 
际 应 用 上 都 得 到 了 极 大 的 发 展 , 已 成 为 国内 外 引 人 注 目的 学 科 , 不 仅 在 高 
等 学 校 有 关 专 业 开设 此 课程 , 而 且 从 事 各 种 实验 和 研究 的 科技 工作 者 也 学 
习 和 研究 它 , 特别 是 从 事 计量 科学 、 产 品质 量 检验 ,质量 管理 和 精密 测试 等 
的 人 员 ,《 误 差 理论 与 测量 不 确定 度 评定 }》 更 是 一 门 必 不 可 少 的 、 十 分 重要 
的 基础 课 。 


第 全 章 
误差 的 基本 概念 
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第 一 上 ”测量 误差 术语 与 概念 


在 国民 经 济 、 国 防 建设 、 科 学 研究 和 社会 活动 中 ， 人 们 每 天 都 在 进行 大 
量 的 测量 。 测 量 在 司法 执法 、 商业 贸易 、 维 护 权益 、 保 护 资源 环境 、 医 疗 卫 
生 等 方面 起 着 越 来 越 大 的 作用 。 测 量 的 目的 是 为 了 得 到 准确 可 靠 的 测量 结 
果 , 测量 是 研究 误差 理论 与 测量 不 确定 度 的 前 所。 


一 、 量 和 计量 单位 


1, 量 


量 定义 为 现象 、 物体 或 物质 可 定性 区 别 和 定量 确定 的 属性 。 

自然 界 中 任何 现象 . 物体 或 物质 都 具有 一 定 的 形式 , 所 有 形式 都 要 通 
过 量 来 表征 。 量 是 表征 自然 界 运动 规律 的 基本 概念 ， 量 是 计量 学 要 研究 的 
对 象 。 定 性 区 别 是 指 在 特性 上 的 差别 ， 如 几何 量 、 电 学 量 、 热 学 量力 学 量 
等 , 特性 不 同 的 量 , 它们 之 间 不 能 相互 比较 。 特 性 相同 的 量 组合 在 一 起 称 
为 同类 量 , 例如 功 ,热能 可 用 同一 个 单位 焦耳 表示 # 厚度 、 周 长 , 波长 可 用 
长 度 单 位 米 表示 。 定量 确 定 是 指 具 体 的 量 ， 又 称 特 定量 ， 如 确定 某 一 工件 
的 长 度 , 某 根 导线 的 电 阴 等 。 它 们 之 间 可 以 相互 比较 ,如 工件 的 长 短 、 导 线 
电阻 的 大 小 , 故 又 称 同 种 量 。 

量 又 可 分 为 基本 量 和 导出 量 。 基 本 量 是 指 在 给 定量 制 中 约定 地 认为 在 
函数 关系 上 彼此 独立 的 量 ， 例 如 在 国际 单位 制 所 考虑 的 量 制 中 , 长 度 、 质 
量 、 时 间 、 热 力学 温度 、 电流 、 物 质 的 量 和 发 光 强 度 为 基本 量 。 导 出 量 是 指 
在 给 定量 制 中 由 基本 量 的 沙 数 所 定义 的 量 , 例如 速度 是 导出 量 , 定义 为 长 
度 除 以 时 间 。 


到 
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最 又 可 分 为 可 数量 和 可 测量 ,可 数量 意 指 仅仅 用 于 确定 被 计数 对 象 数 
日 多 少 的 量 , 只 需要 通过 计数 的 办 法 就 能 获得 。 例 如 ,5 支 铅笔 ，10 辆 汽 
车 , 50 个 人 等 。 吕 数 昌 理 论 上 不 存在 误差, 小 属于 计量 学 研究 的 内 容 。 可 
测量 是 指 只 能 通过 计 基 器 具 测 量 方 吕 得 到 最 值 的 量 ，HT 测 量 不 可 数 , 测量 
结果 肯定 存在 误 关 。 它 可 由 数值 和 计量 单位 的 组 合 表 示 其 大 小 。 没 有 计量 
单位 的 纯 数 值 一 般 不 能 表示 量 。 当 然 有 些 可 测 基 表 曾 上 没有 测量 单位 , 如 
相对 密度 , 折射 系数 等 ,但 它们 是 以 具有 相同 测量 单位 的 量 作为 单位 并 取 
其 比值 ， 

2， 计 量 单位 

计量 单位 是 指 为 定量 表示 阿 种 量 的 大 小 而 约定 地 定义 和 采用 的 特定 
量 ， 简称 单位 。 计 量 单位 是 定量 描述 自然 界 所 布 量 的 量 值 的 基础 和 侠 据 。 

计量 单位 是 一 个 人 为 约定 选 捕 的 特定 量 , 它 具 有 专门 的 名 称 、 符 号 、 多 
定 的 定义 、 数值 ]、 日 能 复 现 。 例 如 长 度 计 明 单 位 米 , 符号 m, 定义 是 光 在 
臭 空中 于 (1/299 792 458)s 时 间 间 隔 内 所 经 路 径 的 长 度 。 

计 基 单位 同时 具有 科学 上 的 严密 性 、 合理 性 、 先进 性 和 公认 性 、 随 着 科 
学 技术 的 发 展 而 变化 。 我 国 目前 实行 的 法 定 计 量 单 位 是 以 国际 单位 制 为 基 
山 ， 加 之 我 国 特 选 的 17 个 非 国际 单位 制 单位 构成 。 其 中 了 个 SI 基本 单位 
( 见 表 1. 1 是 后 此 独立 并 有 严格 定义 的 ， 也 是 国际 单位 制 的 基础 与 核心 ， 其 
他 单位 都 是 由 这 ?7 个 S] 基本 单位 导出 来 的 。 


表 1-1 SL 基 本 单位 
量 的 和 名称 单位 名称 单位 符号 
长 庶 米 m 
夸 最 手 克 (公斤 》 ke 
时 间 秘 S 
电流 二 | A 
并 力学 淄 度 开 | 尔 交 ] K 
物质 的 明 摩 [ 尔 - mol 
发 光 强 度 : 才 - 德 拉 ] cd 


注 ; 外 贺 括 号 ( ) 中 的 省 称 ， 是 其 前 的 名 称 的 同 义 同 1 
加 方 括号 [。] 内 的 字 。 在 不 致 混 福 的 情况 下 ,可 以 省 略 。 
计量 单位 还 具有 统一 性 和 法 制 性 , 在 实际 测量 中 应 严格 执行 我 国法 定 
计量 单位 使 用 方法 。 
3, 量 值 


量 值 定义 为 一 般 由 一 个 数 乘 以 计量 单位 所 表示 的 特定 量 的 大 小 ， 
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量 值 是 量 的 定 基 表示 形式 。 一 般 说 来 ,任何 可 测量 都 必须 由 数值 和 计 
量 单位 组 合 而 成 ， 如 5. 12m，10s， 100kg，405C 等 。 这 里 要 特别 注意 区 别 数 
值 和 量 信 。 数 值 是 指 在 量 值 表 穴 中 与 单位 相 药 的 数 ， 如 上 例 中 5. 12，10， 
100, 40 是 数值 ， 担 不 包含 计 上 其 单位， 数值 非 量 值 ， 


二 、 测量 与 计量 


1. 测 最 

测量 定义 为 以 确定 量 值 为 日 的 的 一 组 操作 。 

测量 的 目的 是 确定 被 测量 的 值 或 获取 测量 结果 。 测 量 是 一 个 过 程 ， 其 
体 说 , 也 就 是 将 被 测 昌 与 已 知 的 标准 量 5 计 量 器 有 具 的 示 值 ? 相 比 较 的 过 程 。 
任何 一 个 测量 过 程 都 包 合 五 个 要 素 : 测 最 设备 , 浏 量 方 法 、 测量 环境 、 测量 
人员 和 被 测 对 象 。 被 测量 确定 之 后 ,合理 设计 测量 方法 、 合 理 选 择 测 基 设 
摆 , 确定 测量 环境 和 测量 人 员 ， 以 及 严格 按照 设计 的 测量 程序 定 成 全 部 换 
作 , 是 决定 测量 质量 高 低 的 重要 因素. 

测量 结果 是 由 浏 量 所 得 到 的 值 。 在 给 出 淹 量 结果 时 , 应 表明 它 是 示 值 、 
未 修正 测量 结果 或 是 已 修正 测量 结果 , 还 应 表明 它 是 否 是 几 个 值 的 平均 值 ， 
亦 即 它 是 由 单 次 测量 所 得 , 还 是 由 多 次 测量 所 得 .测量 结果 仅仅 是 被 测量 
的 最 住 估计 值 , 并 非 真 值 , 完整 表述 测 晤 结果 时 , 必须 附带 其 测量 不 确定 
度 。 必 要 时 , 还 应 说 明 测 量 所 处 的 条 件 或 影响 量 的 取 值 范围 。 

2. 计量 
计量 定义 为 实现 单位 统一 、 量 值 准 确 可 靠 的 活动 
计量 属于 测量 的 范 蝴 。 定 义 中 的 单位 统 … 指 的 呈 计 量 单 位 的 统一 。 计 
量 单位 的 统一 , 是 量 值 统一 的 重要 前 提 。 量 值 准确 可 千夫 征 的 是 济 量 结果 
与 被 测量 基 的 真 值 的 接近 程度 ,“" 淮 "的 定 晤 描述 用 误差 成 测量 不 确定 度 。 
“ 准 " 是 计量 的 核心 。 计 基 结 果 不 仅仅 应 明确 给 出 被 计量 量 的 量 值 ， 而 且 必 
须 同时 给 出 该 量 值 的 误差 范围 或 不 确定 度 。 严格 地 说 只 有 量 值 大 小 ， 而 无 
准确 程度 (或 测量 不 确定 度 ) 的 结果 , 不 是 计量 结果 。 其 量 值 也 不 具备 明确 
的 社会 实用 价值 。 

计量 学 研究 的 基本 肉 容 如 下 ; 

由 计量 单位 与 单位 制 。 

地 复 现 计量 单位 的 基准 计量 器 具 , 标准 计量 器 具 的 建立 、 复制 与 保存 ， 
以 及 普通 计量 融 具 ， 

计量 器具 按 技 术 性 能 、 准 确 度 高 低 及 用 途 可 分 为 国家 主 基准 .国家 副 
基准 、 工 作 基准 、 标准 计量 器 具 ( 分 一 等 . 二 等 …… 若 干 等 级 ) 和 普通 计量 器 
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具 。 基 、 标准 计量 器 具 用 于 量 值 传递 标准 器 . 普通 计量 带 具 仅 用 于 现场 济 
量 。 

名 量 值 传递 与 溯源 。 

基 值 传递 是 指 将 国家 计量 基准 所 复 现 的 单位 量 值 ， 通过 各 级 计量 标准 
传 通 到 工作 计量 器 具 以 保证 被 测 对 象 量 值 的 准确 和 一 致 。 测 源 是 指 道 过 一 
条 有 具有 规定 不 确定 度 的 不 间断 比较 链 ， 使 测量 结果 或 计量 标准 的 值 能 够 与 
规定 的 参考 标准 , 通常 是 与 国家 测量 标准 或 国际 测量 标准 联系 起 来 。 

昌 误 养 理 论 与 测量 不 确定 度 ， 

“ 淮 " 是 计量 的 核心 ,误差 与 测量 不 确定 度 是 " 准 " 的 定量 描述 指标 , 也 
是 评价 测量 质量 的 惟一 指标 。 

名 物质 . 物理 常数 和 材料 与 物质 特性 的 测定 。 

电 计 量 管理 ， 

3. 测量 与 计量 间 的 关系 

测量 是 一 个 广 文 的 概念 ， 而 计量 也 是 以 确定 被 测量 量 值 为 目的 的 一 种 
活动 , 测量 包含 计量 。 同 时 计量 又 是 一 种 特殊 的 测量 , 计量 是 以 实现 单位 
统一 为 前 提 条 件 以 量 值 准确 可 靠 为 核心 的 测量 。 鉴 于 计量 的 各 个 要 素 均 有 
特殊 的 要 求 ; 用 于 计量 的 计量 仪器 必须 经 过 计量 技术 宙 构 的 计量 检定 ， 且 
有 有 效 期 内 的 计量 检定 合格 证 书 ; 计量 人 员 必 须 持 有 相应 计量 项 目的 计量 
检定 员 证 书 或 计量 员 职业 资格 证 书 ; 计量 环境 必须 满足 相应 计量 技术 规范 
规定 的 要 求 ; 计量 方法 、 程 序 步骤 和 计量 结果 的 处 理 必 须 严 格 遵 黑 相应 计 
量 技术 规范 的 规定 进行 ; 计量 结果 不仅 仅 要 给 出 被 测量 的 量 值 大 小 , 同时 
必须 给 出 其 测量 不 确定 度 。 计量 是 测量 的 基础 ， 同 时 又 是 最 高 层次 的 测量 . 

接 计量 的 性 质 不 同 ， 可 将 测量 分 为 计量 检定 和 校准 。 

计量 器 有 具 的 检定 是 查 明和 确认 计量 器 具 是 否 符合 法 定 要 求 的 程序 它 
包括 检查 、 如 标记 和 出 具 检 定 证 书 。 又 简称 计量 检定 。 

计量 检定 的 对 象 是 计量 器 具 , 在 我 国 主要 是 由 各 级 政府 计量 院 所 以 及 
授权 的 实验 室 来 完成 。 计 量 检定 的 实质 内 容 是 对 计量 器 具 的 计量 性 能 基 否 
满足 计量 检定 规程 的 要 求 给 出 符合 性 判断 , 即 给 出 合格 还 是 不 合格 的 结论 ， 

而 这 个 结论 具有 法 律 效 力 ， 

计量 检定 必须 按照 国家 计量 检定 系统 表 ( 或 国家 湖 源 等 级 图 ) 进 行 , 计 
量 检 定 必须 执行 计量 检定 规程 。 

计量 检定 征 我 国 开展 量 值 传递 与 测 源 最 常用 的 方法 ， 对 于 保证 计量 单 
位 统一 和 量 值 准确 可 靠 的 测量 起 着 关键 性 作用 。 

校准 是 指 在 规定 条 件 下 ， 为 了 确定 测量 仪器 或 测量 系统 所 指示 的 量 值 ， 
或 实物 量具 减 参考 物质 所 代表 的 量 值 ， 与 对 应 的 标准 所 复 现 的 量 值 之 间 关 
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系 的 一 组 操作 ， 

校准 的 对 象 主要 是 计量 器 具 的 示 值 误差 。 校 准 是 山 组 织 内 部 就 委托 其 
他 组 织 ( 不 一 定 是 法 定 计 量 组 织 ), 依据 可 利用 稚 公 开 出 版 的 技术 规范 , 组 
织 编写 的 程序 或 制造 厂 的 技术 文件 , 确定 计量 器 具 和 测量 设备 的 示 值 误差， 
以 绚 定 是 否 符合 预期 使 用 要 求 。 校 准 结果 既 可 给 出 被 测量 的 示 值 ,又 可 确 
定 示 值 的 修正 值 。 校 准 还 可 确定 计量 器 具 的 其 他 计量 特性 ,如 影响 量 的 作 
用 等 。 校 准 结 果 可 记录 在 校准 证 书 和 校准 报告 中 。 

三 、 测 量 方法 的 分 类 

测量 方法 可 按 不 同 分 类 方式 分 为 诸 儿 类 型 ,这 里 仅 介绍 最 常用 的 分 类 。 

(1) 按 测 量 值 获得 方法 不 同 , 可 将 测量 分 为 直接 测量 .间接 测量 和 组 合 
测量 。 
无 需 对 被 测 的 量 与 其 他 量 进 行 函数 关系 的 辅助 计算 ， 而 直接 得 到 被 测 
量 值 的 测量 称 为 直接 测量 ， 

直接 测量 的 数学 模型 可 简化 为 Y= 二 ,被 测量 的 值 可 以 由 计量 器 具 直 接 
测 得 ,无需 进 行 任何 其 他 精 助 计算 或 换算 。 如 用 千分尺 测量 圆柱 直径 ,用 
血压 计 测 量 人 体 血压 , 用 温度计 测 量 室温 等 均 属 直接 测量 。 

间接 测量 是 依据 直接 测量 的 量 与 被 测量 之 间 的 已 知 范 数 关系 , 通过 计 
算得 到 被 测量 量 值 的 测量 。 

间接 测量 的 数学 模型 为 

Y= f(X, Ns er, KN,) (1-1) 

式 中 ， 《一 一 问 搂 测量 值 ; 
2 ss 一 各 直接 测量 值 。 

间接 测量 值 是 通过 直接 测量 的 量 值 和 函数 关系 式 计 算得 到 。 如 矩形 面 
积 的 测量 , S 是 被 测量 , 通常 无 法 用 计量 器 具 直 接 测 得 ， 而 是 先 直接 测量 与 
S 有关 的 的 矩形 长 度 e 和 宽度 5。 再 由 公式 S=aX5 计 算得 到 S 值 。5S 则 是 
一 间接 测量 结果 。 

组 全 测量 是 指 直 搂 测量 各 斤 测 量 的 组 合 量 , 将 组 合 量 的 测 得 值 和 对 应 
的 给 合 量 一 一 列 出 方程 ,然后 通过 解 测量 方程 组 得 到 各 被 测量 的 量 值 。 组 
合 测量 既 可 提高 测量 的 准确 度 , 又 可 减少 测量 的 工作 量 ， 常用 于 精密 测试 
和 计量 检定 之 中 ( 详 见 第 7 章 相 关内 容 )。 

(2) 根据 测量 条 件 的 不 同 ， 可 将 测量 分 为 等 精度 测量 和 不 等 精度 测量 。 

等 精度 测量 是 指 在 参与 测量 的 五 个 要 素 即 测量 仪器 测量 人 员 、 测 量 
方法 、 测量 环境 和 被 测量 均 不 发 生 改变 的 条 件 下 的 多 次 重复 浏 量 。 等 精密 
测量 又 称 为 重复 性 测量 。 
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多 次 重复 测量 过 程 中 , 测 星 的 五 个 要 素 保 持 绝对 不 变 是 不 可 能 的 , 所 
以 说 等 精度 浏 量 是 一 个 理 根 的 概念 ， 对 某 一 固定 被 测量 作 等 精度 测量 时 ， 
有 所 得 测量 数据 允许 有 一 定 范 膨 的 大 小 变化 , 但 对 偏 太 或 偏 小 的 数值 , 不 能 
判定 哪个 数值 更 加 接近 被 测量 的 真实 值 ， 只 能 取 一 视 同 仁 的 态度 ， 同等 对 
待 、 即 对 测 得 的 数据 的 可 和信 程度 是 相同 的 ， 

不 等 精度 测量 是 指 参与 测量 的 五 个 要 素 除 被 测 对 象 不 能 改变 外 ,其 他 
站 个 因素 全 部 或 任何 一 个 因素 发 生 改变 所 进行 的 测量 。 不 等 精度 测量 又 可 
称 为 复 现 性 测量 。 

在 测 其 过 程 中 , 由 于 改变 测 曙 条 件 ， 如 由 不 癌 的 观测 者 、 用 不 同 仪器 、 
不 同方 法 、 在 不 同 环 境 条 件 下 对 被 测 其 进行 不 同 次 数 的 测量 , 使 影响 和 决 
宝 训 董 谋 差 太 小 的 因素 各 异 , 对 测 得 的 数据 的 可 信 程度 不 相同 。 不 等 精度 
测量 常用 二 高 准确 度 的 测量 问题 。 
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一 、 误差 的 定义 
测量 误差 系 指 测 量 结果 减 去 被 测量 的 真 值 ,简称 误差 。 用 数学 表达 式 
表示 如 下 ， 
= 4r—ua C1-2) 
式 中 : 6 一 一 测量 结果 + 的 测量 误差 ; 
z- -被 测量 的 测量 结果 ， 
被 测量 的 真 值 ， 


(一 ) 测量 结果 


测量 结果 x 的 什 是 外 测量 所 得 到 的 赋予 被 测量 的 秆 ， 

测量 结果 z 的 值 可 由 计量 器 具 直 接 测 得 , 也 可 以 通过 对 测 得 值 借助 忆 
知 的 函数 关系 式 计算 得 到 。 测 量 结 果 这 一 术语 是 一 个 一 般 的 概念 。 广 义 上 
我 们 可 以 把 测 得 信 , 测量 值 , 检测 值 . 实验 值 . 示 值 , 名 义 值 . 标 称 值 、 项 置 
值 、 给 出 值 等 均 看 作 是 测 量 结果 。 测 量 结 果 是 我 们 要 研究 的 对 象 ， 

测量 结果 又 分 为 单 次 测量 结果 和 和 平均 测量 结果 。 单 次 测量 结果 是 指 对 
被 淹 量 每 一 次 测量 所 得 到 的 测量 结果 , 用 于 测量 过 程 的 详细 描述 。 平均 测 
量 结果 系 指 对 被 测量 多 次 测量 ,其 若干 个 单 次 测量 结果 的 平均 值 。 平 均 测 
莉 结 果 通 常用 于 被 测 基 最 后 测量 结果 的 描述 ， 在 给 出 测量 结果 时 应 说 明 它 
是 单 次 测量 结果 , 还 是 平均 测量 结果 。 


[a 
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测量 结果 仅 是 被 测 其 之 什 的 估计 。 在 测量 结 染 的 完整 表述 中 还 应 包括 
测量 不 确定 度 , 必要 时 达 应 说 明 有 闫 影响 量 的 取 值 范围 。 


(站) 真 值 


真 值 定义 为 与 给 定 的 特定 量 的 定义 一 致 的 值 ， 

所 有 的 被 测 攻 在 特定 的 条 件 下 , 理论 上 部 有 一 个 对 虚 的 客观 、 实际 值 
存在 , 我 们 称 之 为 “理论 真 值 ”之 所 以 称 为 "理论 真 值 ?是 因为 对 被 测 旦 量 
值 的 定义 茶 件 实际 上 都 是 理想 中 的 . 量 的 真 值 只 有 通过 完善 的 测量 才 有 可 
能 获得 。 而 我 们 在 测量 时 不 能 够 绝对 按 这 个 定义 进行 , 也 就 是 说 真 值 只 是 
个 理想 的 概念 , 这 在 误差 理论 研究 中 非常 重 查 。 

1. 真 值 的 特性 

(1) 近似 可 知性 

测 昌 的 号 的 在 于 确定 被 测量 的 真 值 。 但 是 由 于 参与 测量 的 所 有 要 素 都 
不 能 做 芭 完 美 无 缺 , 使 得 测量 存在 误差 , 其 训 晤 结果 只 能 是 真 值 的 近似 值 ， 
所 以 在 一 般 情况 下 , 真 信 是 不 可 知 的 。 只 在 少数 特 妹 情况 下 , 我 们 能 知道 
被 测 其 的 真 值 。 例 如 , 平面 一 角形 的 三 个 内 角 之 和 的 至 沦 真 值 是 180", 一 
个 平面 圆 的 圆心 前 的 理论 真 值 为 360"。 此 外 按 国际 计量 大 会 关于 量 的 单位 
的 决议 所 能 复 现 的 量 值 可 以 认为 是 真 值 。 如 保存 在 国际 计量 局 的 国际 千克 
原 器 基 淮 奔 码 的 真 值 为 lkg。 

(2) 可 普 性 

与 任何 事物 一 样 ， 被 测量 处 在 不 断 变 化 中 , 伍 使 真 值 随 着 时 间 、 地 点 和 
环境 的 变化 而 变化。 

真 值 在 某 些 因素 影响 下 , 会 发 生 较 大 、 较 快 的 变化 。 例 如 金属 制 件 受 
温度 的 影响 ,其 人 外形 太 和 寸 护 现 " 热 胀 冷 缩 * 的 变化 规律 , 一 米 长 的 量 块 , 池 度 
变化 1C, 则 长 度 ( 即 真 值 ) 的 变化 量 约 为 0.011mm。 

有 些 因素 对 真 值 的 影响 则 是 缓慢 的 ， 只 有 相当 长 的 时 间 以 后 ， 才 有 比 
较 明 显 的 变化 。 像 材料 老化 引起 真 值 的 变化 就 属于 这 种 情况 .因此 , 尘 于 
计量 器 具 , 在 相隔 一 定 的 时 间 以 后 ， 对 它们 的 量 俩 将 要 重新 确定 。 

2. 真 值 的 类 型 

(1) 理论 真 值 

理论 真 值 是 满足 真 值 理论 定义 的 真 值 。 

绝 大 多 数 的 型 论 真 值 按 其 本 性 是 不 确定 的 , 极 个 别 被 测量 的 理论 真 值 
是 可 定量 措 述 的 ， 例 如 , 平面 三 角形 的 三 个 内 角 之 和 的 理论 真 值 为 180°， 
平面 直 关 理论 真 值 为 90"， 
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(2) 约定 真 值 

由 于 真 值 按 其 本 性 是 不 玛 定 的 ,为 了 定量 措 述 白 然 界 中 量 的 真 值 ， 科 
学 上 只 能 采用 人 为 约定 的 真 值 。 约 定 真 信 定 义 为 对 于 给 定 目 的 具有 适当 不 
确定 度 的 , 炭 对 特定 量 的 值 ， 有 时 该 值 是 约定 采用 的 。 

约定 真 值 应 是 理论 真 值 的 最 佳 佑 计 值 ， 就 给 定 的 县 的 而 言 ， 约定 真 值 
的 木 确定 度 ( 或 误差 ) 吕 忽略 不 计 。 该 真 值 的 类 型 有 以 下 三 种 ， 

吓 指 定 值 ”由 国际 计 虹 局 (BIPM) 和 国际 计量 委员 会 (CIPMD) 等 国际 标 
准 化 和 计量 权威 组 织 定 义 、 推 荐 和 指定 的 基 值 。 例 如 ,7 个 SI 基本 单位 (长 
谋 单 位 米 、 质量 单位 千克 、 时 间 单 位 秒 , 电流 单位 安培 、 热力 学 温度 开 尔 
文 、 发 光 强 度 单位 坎 德 拉 和 物质 的 量 单位 摩尔 ?是 国际 计量 局 指定 选取 的 7 
个 基本 景 的 值 ， 又 如 国际 温标 ITS-90 中 所 给 出 的 园 定 点 等 。 

多 约定 值 ”在 量 值 传递 中 通常 约定 高 一 等 计量 标准 器 具 的 不 确定 度 
(误差) 与 低 一 等 计量 器 其 的 不 确定 度 ( 误 差 ; 之 比 小 于 等 于 1/2 或 1/3 时 ， 
则 称 高 一 等 计量 器 具 的 量 值 相对 于 低 一 等 计量 器 具 的 量 值 为 约定 真 值 。 在 
计量 检定 中 高 一 等 标准 器 具 的 不 确定 度 可 忽略 不 计 。 从 而 建立 起 计量 检定 
体系 ， 又 如 现在 光 在 真空 中 的 传播 速度 约定 为 299 792 458my/s, 把 水 三 相 
点 热力 学 温度 约定 为 273. 16K 等 。 

切 最 佳 佑 计 值 ”通常 将 一 被 测量 在 重复 条 件 或 复 现 条 件 下 的 多 次 测量 
结果 的 平均 值 作为 最 佳 佑 计 值 并 作为 约定 真 值 ， 邵 以 算术 平均 值 作为 最 后 
测量 结果 的 表达 值 均 可 看 作 是 约定 真 值 。 如 常数 委员 会 CCODATA} 所 公布 
的 物理 常量 的 值 。 

【 例 1-1】 用 测 角 仪 测 得 平面 三 角形 的 三 个 角 分 别 为 a 一 ?8*00 18、 
a 3600 15”、 gs 二 75"59'439。 由 式 忆 -2) 得 三 个 内 前 和 的 误差 为 

二 (gg 二 Tos) —180" 
=180"00"16"—180° 
一 167 

【 例 1-2] 一 个 标 称 值 为 5g 的 二 等 标准 硅 码 , 用 一 个 标 称 值 同 为 5g 的 
一 等 标准 在 码 (满足 相对 真 秆 条 件 ), 在 相应 不 确定 度 的 天 平 上 进行 计量 检 
定 ， 测 得 二 等 标准 硅 码 的 实际 值 为 4. 998g， 则 该 夸 码 的 误差 为 

8 一 5g 一 4 998g 一 0.002g 


二 、 测 量 误 差 的 基本 表示 方法 

测量 误差 的 最 基本 表示 方法 分 为 绝对 误差 、 相 对 误差 和 引用 误差 三 种 。 
1， 绝 对 误 羡 

绝对 误差 的 定 尽 与 测量 误差 的 定义 相同 , 即 
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绝对 误差 一 测量 结果 一 真 什 《1-3) 
绝对 误差 内 有 确定 的 大 小 计量 单位 和 “十 “一 "号 。 适 用 亲 间 一 重 级 
的 同 种 量 的 测量 结果 的 误差 比较 和 和 单 次 测量 结果 的 误差 计算 ， 
【 例 1-3】 某 机 加 工 车 间 加 工 一 批 直径 为 i9mm 的 轴 , 抽检 两 根 轴 的 直 
径 测量 结果 分 别 为 49. 9mm 和 49. 8mm, 两 根 轴 的 绝对 误差 分 别 为 


全 三 49 9mm 一 50mm 一 一 0 | mm 


鲜 一 49.8mm 一 50mm 一 一 0 2mm 

显然 第 一 根 轴 的 绝对 误差 比 第 二 根 轴 的 绝对 误 兰 小 , 也 就 是 说 第 一 根 
轴 的 加 工 准 确 度 高 ， 
【 例 1-4] 对 某 量 在 同一 条 件 下 多 次 重复 测量 , 得 测量 数据 如 下 ， 
100.0]g 100,.00g 100.02g 100.03g 100.02g 

假定 被 测量 的 真 值 为 100. 00g, 则 各 单 次 测量 结果 的 误差 分 别 为 

及 一 100.01g 一 100.00g 一 0.01g 

=100. 00g~~100. 00g=0, 00g 

$=100, 02g—100. 00g—=0, 02g 

6, =100,03g—100, 00g=0, 03g 

6; =100. 02g—100. 00g=0. 028g 
由 绝对 误差 的 定义 还 可 引出 一 个 修正 值 的 概念 ， 

修正 值 = 一 绝对 误差 

把 修正 值 用 代数 方法 与 未 修正 测量 结果 相 加 ， 以 补偿 其 系统 误差 的 值 ， 


即 
测量 结果 十 修正 值 = 真 什 
【 例 1-5] 一 个 10g 的 三 等 标准 夸 码 , 经 二 等 标准 夸 码 计量 检定 得 到 误 
荆 为 一 0.002g,， 则 该 夺 码 的 修正 值 就 是 十 0. 002g, 实际 值 (点 值 ) 为 
10g 十 0. 002g= 10, 002g 
这 里 必须 特别 指出 ,由 于 理论 真 值 具有 不 可 知性 , 约定 真 值 仅 是 理论 
真 值 的 近似 值 , 故 得 到 的 误差 仅 是 一 个 近似 误差 ,其 修正 值 也 带 有 误差 ， 
经 过 修正 值 修正 以 后 的 测量 结果 ,也 只 能 是 一 个 更 接近 理论 真 值 的 近似 真 
值 。 
2， 相 对 误差 
由 于 绝对 误差 用 于 不 辣 量 级 的 同 种 量 误 差 间 的 比较 发 生 困 难 ， 如 用 一 
长 度 计量 器 具 测 量 真 值 分 别 为 100cm 和 1l0cm 的 两 个 物体 长 度 值 ,测量 结 
果 分 别 为 
物体 1 测 得 值 100. 1cm 其 绝对 误差 为 0, lem 
物体 2 测 得 值 10. lem 其 绝对 误差 为 0. lem 
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两 物体 的 绝对 误差 均 为 0. 1cem, 但 显然 物体 1 的 测量 准确 度 更 高 此 ,为 
此 引入 相对 误差 。 


相对 误差 一 绝对 误 益 _ 绝对 误差 


真 值 约定 真 值 
y 一 立 (1-4) 
全 
相对 误 养 具有 确定 的 大 小 和 正 负 导 ， 但 无 计量 单位 ， 通 常用 百 分 形 式 
家 不 。 
用 要 对 误差 吕 比 较 上 述 两 物体 长 度 的 测量 误差 : 
Ol _ 8 
7: = jo5 0.001 = 0,1% 
0.1 
y -0 00 = 1 


为 了 计算 方便 在 有 些 测量 领域 规定 使 用 如 下 相对 误差 估计 公式 ， 
相对 误差 = 入 于 全 大 
Y= (1-5) 
在 电学 计量 的 误差 评估 时 就 多 使 用 该 公式 。 
【 例 1-6】 用 一 电压 表 分 别 对 A、B 两 电 不 进 行 测量 ,测量 结 遇 如 下 ， 
zA=100.0Y 好 一 ,提交 
6 一 .00Y dh =0, 2V 
试 比较 两 电 让 测量 结果 准 殉 度 的 高 低 。 
解 : A、B 两 电压 测量 结果 的 相对 误差 分 别 为 


Cp 


® xh 9-0 
六 se， 即 AA 电压 的 测量 结果 准确 度 高 于 B 电 讨 测量 结果 的 准确 度 。 
3， 引 用 误 养 
绝对 误差 和 相对 误差 通常 用 于 单 值 点 测 旦 误差 的 表示 ,前 对 于 其 有 这 
续 刻 度 和 多 挡 量 程 的 测量 仪器 的 误差 则 用 3 引用 误差 表示 。 
引用 误差 定义 为 测量 仪器 的 误差 除 以 仪器 的 特定 值 ， 即 


引用 说 差 = 写生 汪汪 1.6) 
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引用 误差 = 全 (1-7) 


定义 中 的 示 值 误差 是 用 测 明 仪器 各 示 值 点 上 的 绝对 误差 来 表示 , 通常 
取 绝 对 值 最 太 者 。 

特定 值 又 称 引 用 值 , 可 以 是 测量 仪器 的 量程 或 标 称 范围 的 上 限 。 量 程 
是 指 测量 仪器 标 称 范围 上 限 值 与 下 限 值 之 益 的 模 。 例 如 某 压 万 表 标 称 范 转 
为 一 0. 1MPa 一 二 0.1MPa， 则 量程 为 0.,2MPa， 

由 成 (1-6) 中 的 示 值 误 莽 又 值 各 示 信 点 上 误差 绝对 值 最 大 者 , 可 以 说 引 
用 误 益 实际 上 是 一 个 “ 土 * 值 。 引 用 误差 实 贰 于 是 简化 了 的 相对 误差 , 用 百 
分 比 表 示 。 引 用 误差 去 掉 * 士 ”号 “上 ?号 后 为 测量 仪器 的 准确 度 等 级 的 计 
算 值 。 

国家 标准 和 国家 计量 技术 规范 将 基 些 专业 的 仪器 仪表 ,， 按 引用 误差 的 
大 小 分 为 若干 准确 度 等 级 。 例 如 , 电压 下 和 电流 表 的 等 级 分 为 0.05, 0.1， 
0.2， 0.3,， 0.5，1.0，1.5，2.0，2.5，5.0 等 11 个 等 级 ,符合 其 一 个 等 级 S 
仪表 ,说 明 该 仪表 在 整个 测量 范围 内 ,各 示 值 点 的 引用 误差 均 不 超过 3%， 
同时 也 具有 在 仪表 整个 测量 范围 内 ,各 示 值 点 的 引用 误差 不 超过 S 儿 时 ， 才 
能 确定 该 仪表 符合 S$ 级 

【 例 1-71 一 块 0.5 级 测量 范围 为 0 一 150V 的 电 上 庄 表 , 经 更 高 等 级 标 
准 电压 表 校 准 , 在 示 什 为 100.0Y 时 , 测 得 实际 电压 (相对 真 值 ) 为 99. 4V 
问 该 电 庄 表 是 否 合格 ? 

解 : 示 值 为 100.0Y 时 的 绝对 误差 为 

6=100. 0V—99, 4V=0. 6V 
该 电压 表 的 引用 误差 为 


引用 误差 =j506 一 0.4% 


0.3 级 电压 表 允 许 的 引用 误差 为 0.5%, 因 0. 14% 之 0, 5%, 所 以 该 电压 
表 人 台 格 。 

【 例 1-8j 有 一 块 测量 范围 为 一 0. 1MPa 一 十 0. 1MPa，2.5 级 的 压力 真 
空 表 , 在 进行 计量 校准 时 ,各 示 信 点 上 最 大 允许 误差 是 多 少 ? 

解 : 该 压力 真空 表 在 一 0. 1MPa 一 十 0. 1MPa 范围 内 各 示 信 点 上 的 引 
用 误差 不 应 超过 2. 5%, 则 各 示 和 点 上 允许 误差 的 最 大 示 什 误差 应 为 

SE2, 5% XL0.1—(—0.1)]=0., 005(MPa) 

引用 误差 专用 于 仪器 仪表 误差 的 描述 。 

4. 分 贝 误差 

在 无 线 电 、 声 学 等 计量 中 常用 分 由 误差 来 表示 相对 误差 。 
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设 电压 值 DC 各 的 比值 为 a， 有 即 a 一 UAU;， 则 称 
站 二 20lg = 20lga ‘1-8) 
为 电压 比 的 分 贝 ， 记 作 dB。 
由 式 (1 8) 可 知 . 车 比 值 a 有 误差 #.， 则 导致 分 由 A 产生 分 由 误差 8,。 
它们 有 下 列 关系 : 


b= 20lg (1+ TF)~8. 69 (dB) (1-9) 


由 上 式 可 知 , 分 贝 误 差 是 一 种 特殊 形式 的 相对 误差 ,月 它 与 绝对 误差 
2. 的 符号 相同 。 

【 例 1-93 某 电 压 表 测 得 电压 为 217V, 用 标准 表 测 量 该 电压 为 220V， 
求 电压 表 测 量 的 绝对 误差 、 相 对 误差 和 分 贝 误差。 

解 : 绝对 误差 。 = 二 217 一 220== 一 3(W) 


、 Gi 3 
相对 误差 F220 1.4 呈 


分 贝 误差 。 =8. 69X( 一 1.4%)= 一 0. 12(dB) 
【 例 1-10】 茶 单 级 放大 器 电压 增益 的 相对 真 值 Us 二 100mV, 基 次 测量 
时 测 得 的 电压 增益 口 =96mV, 求 测量 的 相对 误差 和 分 贝 误差 。 
解 : 增益 的 绝对 误差 为 
6=U—0 =96—100=—4 (mY) 


相对 误差 为 


分 贝 误 差 为 
6 
人 -20lg(1+ 广 】 
=20lg(tl—4%) 


=—0, 354(dB) 
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研究 测量 误差 必须 掌握 误差 的 来 源 , 弄 清楚 在 浏 量 的 全 过 程 中 ,哪些 
环节 、 哩 些 因 素 会 给 测量 带 来 误差 。 

由 于 被 测 对 象 是 千差万别 的 ,从 而 决定 了 测量 仪器 和 测量 方法 也 是 千 
养 万 别 的 。 对 于 某 项 具体 的 测量 而 言 ， 各 有 其 特殊 的 误差 来 源 。 不 同 的 测 
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量 , 引起 误差 的 具体 原因 也 不 相同 。 因 此 , 在 这 里 不 是 研究 某 项 其 体 测 量 
的 具体 误差 来 源 ， 而 是 从 千差万别 的 测量 中 , 找 出 误差 来 源 的 共性 , 作为 每 
项 具体 测量 工作 分 析 误 差 来 源 的 指导 原则 ， 

测量 误差 来 源 的 共性 ， 应 从 测量 的 共性 中 去 寻求 。 对 被 测量 的 实际 量 
值 的 确定 ,一般 可 以 归纳 为 两 种 方法 : 第 一 种 方法 中 将 被 测量 与 标准 大 具 
复 现 的 量 值 进 行 比较 。 这 种 比较 是 通过 相应 的 仪器 仪表 和 辅助 设备 来 实现 
的 ， 即 由 仪 回 仪表 并 使 用 一 定 的 辅助 设备 , 测 得 被 测 县 和 标准 量 的 差 值 。 
设 标准 器 具 复 现 的 景 值 为 i,， 测 得 被 测量 和 标准 量 的 差 值 为 Al， 则 被 测量 ? 
为 


t= tAl 
如 图 1-1 所 示 , 一 般 称 这 类 测量 为 相对 测量 。 


{ 


图 1.1 

第 二 种 方法 。 它 无 需 测量 被 测量 和 标准 量 的 差 值 , 而 是 应 用 必需 的 畏 
助 设备 , 由 仪器 仪表 直接 测 得 被 测量 ， 一般 称 为 绝对 测量 。 能 进行 绝对 测 
量 的 仪器 仪表 , 通常 具有 较 大 的 测量 范围 , 而 且 本 身 常 有 能 复 现 量 值 的 器 
具 。 例 如 ,长度 测量 中 的 万 能 工具 显微镜 、 测 长 宙 等 , 它们 均 带 有 复 现 长 度 
量 值 的 刻 线 尺 , 而 朋 这 些 刻 线 尺 又 具备 一 定 的 准确 性 。 

由 上 述 两 种 测量 方法 , 我 们 可 以 见 到 , 无 论 哪 类 测量 , 必须 具备 复 现 量 
秆 单位 的 标准 器 具 以 及 相应 的 仪器 仪表 (包括 必要 的 狠 助 设备 )。 同 时 , 测 
量 工 作 又 必然 在 某 个 特定 的 环境 里 ,由 测量 人 员 按照 一 定 的 测量 方法 来 完 
成 。 因 此 , 测量 误差 从 总 体 上 讲 有 测量 装置 (包括 标准 器 具 、 仪 器 仪表 等 )、 
测量 方法 、 测 量 环 境 、 测 量 人 员 和 被 测 悬 五 个 来 源 ， 


一 、 测 量 装 置 误差 


测量 装置 是 标准 器 具 、 仪 右 仪 表 和 辅助 设备 的 总 体 。 测量 装 置 误差 是 
指 由 测量 装置 产生 的 测量 误差 。 它 来 源 于 : 标准 大 具 误 差 , 仪器 仪表 误差 
附件 误差 等 。 
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1. 标准 器 具 误 差 

标准 器 具 是 指 用 以 复 现 重 值 的 计量 器 具 。 如 用 于 长 度 计量 的 He-Ne 激 
光 跟 、 标 淮 量 块 、 标 淮 刻 线 永 等; 用 于 热 工 订 量 的 标准 水 银 温度 计 等 ; 用 于 
力学 计量 的 标准 苇 码 , 标准 硬度 块 等 ; 用 丁 电学 计 基 的 标准 电阻 、 标 准 电汇 
等 等 。 它 们 均 以 特 瑟 的 方式 ， 复 现 某 个 计量 单位 。 如 He-Ne 激光 器 是 以 激 
兆 发 出 的 波长 4, 标准 最 块 是 以 其 两 个 平面 的 中 心 虐 离 , 标准 刻度 斥 是 以 两 
刻 线 间 的 距离 来 复 现 长 度 单位 米 ( 或 毫米 ) 的 。 而 标准 奢 码 则 是 以 自身 所 具 
有 的 质量 来 复 现 质 量 单位 千克 (或 克 ) 的 ,等 等 。 

但 是 , 由 于 加工 的 限制 , 标准 器 复 现 的 其 值 单位 是 有 误差 的 。 例 如 , 标 
准 刘 线 米 凡 的 0 刻 线 和 1 000 mm 刻 线 之 闸 的 实际 长 度 与 1 000 mm 单位 是 
有 差异 的 ， 又 如 , 标 称 值 为 1kg 的 夺 码 的 实际 质量 ( 真 值 ) 并 不 等 于 1kg 等 
等 ， 

为 了 提 疝 标准 器 的 复 现 准确 度 , 往往 采用 更 准确 的 方法 进行 测量 ,以 
获得 标准 器 的 修正 值 。 如 标准 刻 线 米 尺 的 实际 长 度 为 (1 000 | 0.0015)》 
mmi; 千克 夸 码 的 实际 质量 为 (1 000 一 0 000 25)g 等 等 但 是 ,修正 值 仍 屁 
通过 某 项 测量 得 到 的 , 四 此 , 仍然 含有 误差 总 之 ,作为 标准 器 其 ， 复 现 的 
是 值 必然 合 有 误 关 。 此 项 误差 称 为 标准 髓 误 莽 , 它 将 直接 影响 被 测量 的 测 
呈 结果 的 准确 性 。 

2， 仪 器 仪表 误差 

上 凡是 用 于 被 测量 和 复 现 计 量 单位 的 标准 量 进 行 比较 的 设备 ， 称 为 位 器 
或 仪表 。 它 们 将 被 测量 转换 成 可 直接 观察 的 指示 值 。 例 如, 温度 计 、 电流 
肯 、 不 力 表 , 干涉 仪 、 天 平 , 等 等 。 

由 于 仪 句 仪表 在 加 工 、 装 配 和 调试 中 , 不 可 吕 免 地 存在 误差 , 以致 仪 器 
仪表 的 指示 值 不 等 于 被 测量 的 真 值 , 造成 测量 误差 。 例 如 ， 天 平 的 两 兽 不 
可 能 加 工 、 调整 到 绝对 相等 , 称 量 时 , 按 太 平 工作 原理 ,天 平平 衡 被 认为 两 
过 的 质量 相等 。 但 是 , 由 于 天 平 的 不 等 辟 , 员 然 天 平 达 到 平衡 , 但 两 边 的 质 
攻 并 不 等 ， 即 造成 测量 误差 

仪器 仪表 的 准确 性 , 在 设计 制造 时 , 已 进行 过 理论 分 析 , 出 厂 时 进行 过 
检定 ， 并 在 资料 上 明确 标明 示 值 误差 等 有 关 性 能 指标 。 显 然 ,， 仪 器 仪表 误 
差 是 在 绝对 测量 被 测量 或 对 被 测量 和 标准 景 的 差 值 作 相 对 测量 时 , 传递 给 
测量 结果 的 。 

3. 山 件 误 状 

为 测量 创造 必要 条 件 或 使 测 旺 方便 地 进行 面 采用 的 各 种 辅助 设备 或 附 
件 , 均 属 测量 附件 。 如 电 测 量 中 的 转换 开关 及 移动 测 点 、 电源 、 热 源 和 连接 
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导线 等 均 为 测量 附件 , 且 均 产 牛 测量 误差 。 叉 如 , 热 工 计量 用 的 水 槽 , 作为 
温度 测量 附件 , 提供 测量 水 银 温 度 计 所 需要 的 温 场 , 由 于 水 档 内 各 外 温度 
的 不 均匀 , 便 引 起 测量 误差 , 等 等 。 

按 装置 误差 具体 形成 原因 ， 可 分 为 结构 性 的 装置 误差 , 调整 性 的 装置 
误 莽 和 变化 性 的 装 量 误差 。 结 枸 性 的 装置 误差 如 天 平 的 不 等 茵 , 线 纹 尺 
刻 线 不 均匀 ， 量 块 工作 面 的 不 平行 性 ， 光 学 零件 的 光学 性 能 缺陷 ,等 等 ， 这 
些 误 差 大 部 分 是 由 于 制造 工艺 不 完善 和 长 期 使 用 磨损 引起 的 。 调 整 性 的 装 
置 误差 如 投影 仪 物镜 放大 倍数 调整 不 准确 ,水平 仪 的 储 位 调整 不 准确 ， 干 
分 尺 的 伶 位 凋 整 不 准确 ,等 等 。 这 些 误差 是 由 于 仪器 仪表 在 使 用 时 ,未 调 
整 到 理想 状态 引起 的 。 变 化 性 的 装 量 误差 如 ; 激光 波长 的 长 期 不 稳定 性 ， 
电阻 等 元 器 件 的 老化 ， 唱 性 振 落 器 频率 的 长 期 漂移 ,等 等 。 这 些 误 差 是 出 
于 仪器 仪表 随时 间 的 不 稳定 性 各 随 空间 位 置 变化 的 不 均匀 性 造成 的 。 

二 、 环 境 误差 

任何 测量 总 是 在 一 定 的 环境 里 进行 的 。 环 境 由 多 种 因素 组 成 ， 如 测量 
环境 的 温度 、 湿 度 等 等 ， 环 境 误 差 系 指 测量 中 由 于 各 种 环境 因素 造成 的 测 
量 误差 。 

被 测量 在 不 同 的 环境 中 测量 ， 其 结果 是 不 同 的 。 这 一 客观 事实 说 明 ， 
环境 对 测量 是 有 影响 的 ,是 测量 的 误差 来 源 之 一 ， 环 境 造成 测量 误差 的 主 
要 原因 是 测量 装置 包括 标准 器 具 、 仪器 仪表 、 测量 附 件 间 被 测 对 象 随 着 环 
境 的 变化 而 变化 着 。 例如 温度 的 变化 能 使 测量 装置 各 部 分 的 几何 尺寸 发 生 
变化 , 也 能 引起 电子 元 器 件 参 数 的 变化 , 等 等 。 面 测量 装置 和 被 测量 受 环 
境 变化 的 影响 , 又 不 是 完全 一 致 的 。 有 快 有 慢 , 有 大 有 小 , 以 致 环境 的 变化 
引起 了 被 测量 和 测 基 装置 之 间 的 相对 迹 化 , 最 终 导致 测量 结果 的 变化 。 因 
面 在 准确 性 较 高 的 测量 中 , 对 测量 环境 都 提出 了 具体 的 要 求 。 我 们 将 规定 
要 求 的 测量 环境 , 称 为 测量 的 标准 环境 。 例 如 ， 用 绝对 光波 于 涉 仪 检定 一 
等 量 块 , 理论 上 要 求 检定 的 温度 为 20C , 气压 为 101 324, 72 Pa 、 空气 湿度 
《于 给 温 度 计 压 差 ) 为 1 333. 22 Pa。 仅 器 的 光源 在 上 述 标准 环境 下 , 发 出 的 
波长 值 是 确定 的 , 测量 将 以 这 时 的 波长 为 标准 。 当 测量 环境 偏离 标准 环境 ， 
波长 将 随 之 发 生变 化 , 从 面 产生 测量 误差 。 要 保证 测量 的 全 过 程 严格 地 在 
标准 环境 下 进行 是 不 可 能 的 。 为 此 , 根据 测量 准确 性 的 要 求 , 提出 测量 环 
境 锡 许 偏离 标准 环境 的 范围 ,例如 ,检定 100mm 二 等 量 块 , 对 温度 的 要求 
为 : (20 土 0. 5) 心 ,这 个 范围 是 在 严格 的 误差 分 析 基础 上 提出 的 。 此 时 , 测 
量 环境 偏离 标准 环境 而 引起 的 误差 是 允许 的 , 测量 能 满足 准确 度 要 求 。 如 
果 测 量 环境 (温度 ) 超 出 了 许可 范围 , 那么 环境 误差 将 增 大 , 此 时 为 保证 测 
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基准 确 性 ， 需 采取 撕 施 以 减 小 其 他 误差 来 源 对 测量 的 影响 。 

测量 环境 除了 偏离 标准 环境 产生 测量 误差 以 外 ,还 有 各 环境 因素 的 微 
小 变化 产生 的 测量 误差 。 在 整个 测量 过 程 中 , 环境 中 的 各 个 因素 ,如 温度 ， 
湿度 , 气 庄 , 含 尘 量 、 照明 度 、 电流 场 强 度 , 大 地 的 微 过 ,等 等 , 均 处 在 不 断 
的 变化 中 。 由 于 各 因素 变化 的 程度 不 …, 对 测量 的 影响 大 小 也 各 不 相同 。 
因此 , 它们 对 测量 的 综合 影响 也 不 断 地 发 生变 化 ， 从 而 引起 测量 环境 微观 
变化 的 测量 误差 。 

环境 内 素 造成 的 测量 误差 , 有 的 可 以 通过 理论 分 析 获 得 。 例 如 ,在 检 
定 一 等 量 块 中 , 可 以 通过 理论 分 析 , 得 出 测量 环境 温度 升 高 1 和 所 产生 的 测 
最 误差 。 俱 是 对 有 些 因素 ,如 含 尘 量 、 光照 、 电 微 场 等 的 微小 变化 造成 的 测 
最 误差 是 无 法 作出 定量 分 析 的 ， 上 只 能 通过 试验 分 析 方 法 获得 所 有 环境 因素 
的 微小 变化 对 测量 的 综合 影响 

三 、 方法 误差 

方法 误差 系 指 由 于 测量 方法 (包括 计算 过 程 ) 不 完善 而 引起 的 误差 。 测 
量 被 测 对 象 时 , 必须 在 符合 要 求 的 环境 里 , 应 用 适当 的 测量 装置 , 按照 正确 
的 测量 方法 严格 地 进行 ， 测 量 装置 图 实现 测量 的 物质 条 件 ， 测 量 方法 则 是 
利用 物质 条 件 获 得 被 测量 的 测量 结果 的 全 部 过 程 , 包括 测量 原理 和 所 有 的 
方法 步骤 。 

事实 上 , 不 存在 不 产生 测量 误差 的 尽善尽美 的 测量 方法 。 由 测量 方法 
引起 的 测量 误差 主要 有 下 列 两 种 情况 ， 

第 一 种 情况 : 由 于 测量 人 员 的 知识 不 足 或 研究 不 充分 以 致 操作 不 合理 ， 
或 对 测量 方法 , 测量 程序 进行 错误 的 简化 等 引起 的 方法 误差 。 例 如 , 在 万 
能 工具 显微镜 上 测量 温 柱 体 的 直径 必须 根据 被 测 直 径 对 光圈 进行 调整 ， 若 
测量 时 玻 把 了 这 一 操作 或 操作 不 准确 , 便 能 引起 相当 大 的 测量 误差 。 又 如 
在 电学 测量 中 , 由 于 操作 不 善 ， 引 起 测量 装置 的 绝缘 漏电 ,以 及 热电 势 、 引 
线 电 阻 上 的 压 降 等 。 这 些 因素 往往 未 在 测量 结果 的 表达 式 中 得 到 反映 ， 以 
致 引起 方法 误差 , 等 等 ， 

第 二 种 情况 ; 分 桥 处 理 数 据 时 引起 的 方法 误差 。 例 如 , 轴 的 周 长 可 以 
通过 测量 轴 的 直径 d， 然后 由 公式 , 工 二 nd 计算 得 到 。 但 是 ,在 计算 中 只 能 
取 其 近似 值 , 因此, 计算 所 得 的 工 也 只 能 是 近似 值 ， 从 而 引起 周 长 工 的 误 
差 。 


四 、 人 员 误 差 
人 员 误 差 系 指 测量 人 员 由 于 生理 机 能 的 限制 ， 固 有 习惯 性 偏差 以 及 黄 


第 三 节 ”测量 误差 的 来 源 


忽 等 原因 造成 的 测量 误差 ， 

日 前 , 自动 测量 有 一 定 的 发 展 , 但 毕竟 还 是 少量 的 , 绝 大 多 数 的 测量 禹 
要 测量 人 员 用 手 操作 测量 装置 , 用 眼 观 察 和 信 计 。 例 如 , 用 工具 显微镜 测 
量 圆 的 直径 。 图 1-2 是 这 一 测量 的 示意 图 。 测量 时 , 调整 显微镜 指标 线 同 
圆 的 两 侧 直径 方 店 相 切 。 理 论 上 要 求 指标 线 调 至 同 圆 的 影像 相 切 ， 指 标 线 
压 住 或 脱离 影像 均 会 产生 测量 误差 。 在 指标 钱 和 影像 相 切 的 同时 ， 估 计 读 
取 指 标 线 在 刻度 尺 的 位 置 a 和 46, 则 圆 的 直径 4 一 2 一 a。 在 上 述 测量 过 程 
中 , 用 人 眼 二 次 购 准 相 切 ， 二 次 估计 读数 均 受 到 人 眼 最 小 分 辩 能 力 的 限制 。 
因此 ,在 该 测量 过 程 中 ,有 二 次 对 线 瞄 准 误 差 和 二 次 估 读 误差。 


图 1-2 

除 如 上 所 述 测量 人 员 因 为 人 体 生 理 机 能 限制 而 产生 测量 误差 以 外 , 还 

订 能 因为 疏忽 造成 测量 误差 。 由 于 测量 人 员 在 长 时 间 的 测量 中 ， 因 疲劳 或 

玻 把 大 意 发 生 看 错 、 读 错 、 听 错 、 记 错 等 错 汝 造成 测量 误差 , 这 类 误差 往往 

相当 大 是 测量 所 不 容许 的 。 为 此 ,要 求 测量 人 员 养 成 严实 而 章 什 的 习惯 ， 

在 测量 中 认真 操作 并 集中 精力 ,从 制度 上 规定 , 对 菜 些 准确 性 较 高 而 又 重 
要 的 测量 , 由 另 一 名 测量 人 员 进 行 复核 测量 。 


五 、 测量 对 象 变化 误差 


皱 测 对 象 在 整个 测量 过 程 中 处 在 不 断 的 变化 中 。 由 于 测量 对 得 自身 的 
变化 而 引起 的 测量 误差 称 为 测量 对 象 变化 误差 ， 
例如 , 被 测 光度 灯 的 光度 , 被 测 漫 度 计 的 温度 ， 被 测 线 绞 尺 的 长 度 , 被 
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测量 块 的 尺寸 等 , 在 测量 过 程 中 均 处 于 不 停 地 变化 中 , 由 于 它们 的 变化 , 使 
测量 不 准 而 带 来 误差。 下 述 的 测量 实例 说 明了 这 一 点 。 

在 检定 刻 线 尺 的 0 至 100 mm 刻 线 间距 时 ， 仪 器 的 显 微 镑 音 先 瞄准 
0 mm 刻 线 ,并 读 取 仪器 示 值 a， 然后 显微镜 移 至 100 mm 刻 线 处 读 取 示 值 
5， 则 5 一 a 邯 为 0 至 100 mm 刻 线 的 实际 间距 。 从 上 述 测 基 过 程 可 见 ， 显 微 
镜 在 瞄准 0 和 100 ma 两 条 刻 线 时 , 存在 时 间 间 隔 an， 而 在 An 时 间 内 ， 
刻 线 尺 受热 胀 痊 缩 的 影响 , 尺 长 必然 发 生变 化 。 设 瞳 准 0 mm 刻 线 时 真 什 
为 L: 睛 准 100 mm 刻 线 时 的 真 值 为 L, 十 Aty。 由 于 刻 线 尽 自身 变化 造成 
测量 误差 A4。 如 图 1-3 所 示 ， 

a b 


AI | 


po 


肇 线 尽 


图 1-3 

若 再 次 重复 测量 , 瞄准 二 刻 线 的 时 间 间 隔 为 az 。 在 此 期 间 环境 温度 可 
能 升 高 (或 降低 )， 再 因 操 作 所 用 时 间 不 均等 原因 ,一 般 Aza 关 An 。 因 此 , 测 
量 误差 B71; 隆 Al' 。 这 样 重复 多 次 测量 该 刻 线 间 距 , 便 会 得 到 数值 和 符号 不 
尽 相 同 的 测量 误差 列 AL Abs ,Als。 它 们 的 产生 以 及 符号 、 数 值 的 不 
同 , 均 是 由 被 测量 真 值 在 测量 过 程 中 的 变化 引起 的 ， 

通常 在 各 种 相对 测量 中 , 均 有 上 述 真 值 变化 造成 测量 误差 的 类 似 情 况 ， 
只 有 在 测量 过 程 中 , 观察 被 测量 时 不 存在 上 述 时 间 了 间隔 At， 才 不 会 引起 测 
量 误差 。 

综 上 所 述 , 测量 误差 有 五 个 来 源 、 即 装置 误差 、 环境 误差 、 方 法 误差 、 
人 员 误 差 和 被 测 对 象 变 化 误差 。 从 理论 上 讲 , 测量 自始至终 存在 误差 , 整 
个 测量 过 程 的 一 切 环节 均 产 生 误 差 , 且 所 有 这 些 误差 芍 可 以 归纳 为 上 述 五 
个 来 源 。 需 要 说 明 的 是 , 这 种 分 类 方法 不 是 惟一 的 ， 从 某 种 意义 上 , 将 人 员 
造成 的 误差 ， 看 成 是 测量 方法 引起 的 , 那么 误 善 即 可 归纳 为 测量 装置 误差 、 
环境 误差 . 方法 误差 和 被 测 对 象 变化 误差 四 个 来 源 。 此 外 ,有 时 对 于 某 项 
具体 的 误差 因素 而 言 , 可 认为 属于 装置 误差 , 也 可 认为 属于 方法 误差 ,等 
等 。 因 此 , 在 具体 分 析 误 差 时 , 重要 的 不 是 误差 的 来 源 归 类 , 而 是 要 全 面 分 


第 下 节 ” 误 鞋 的 分 类 


析 误 益 的 各 个 困 素 。 当 然 ， 这 里 指 的 "全面 "不 是 一 个 不 漏 ， 实 际 上 对 某 项 
测量 市 襄 ， 很 难 甚至 不 可 能 找 出 所 有 的 误差 因素 , 但 是 , 要 求 误差 分 析 不 
遗漏 对 测量 影响 较 大 的 那些 误差 出 素 。 

在 我 们 遇 到 的 众多 的 测量 误差 因素 中 , 彼此 不 是 孤立 的 ,它们 互相 联 
系 地 综合 影响 测量 结果 。 但 是 , 这 些 因 素 之 间 联 系 的 紧密 程度 是 不 可 能 完 
全 一 致 的 ， 因 此 , 为 使 于 分 析 , 往往 将 那些 与 其 他 因素 联系 比较 弱 的 单个 
或 一 组 误差 因素 作为 独立 的 误差 因素 项 目 处 理 。 在 分 析 独 立 误 差 项 (如 温 
度 ) 对 测量 的 影响 程度 时 ， 设 法 保持 其 他 测量 条 件 (包括 测量 装置 . 测量 方 
法 .测量 环境 等 ) 的 相对 稳定 。 而 适当 地 、 有 规律 地 改变 独立 误差 项 { 如 温 
度 的 升 高 和 噬 低 )， 此 时 测量 结果 的 变化 ， 即 反映 了 该 独立 误差 项 (如 温度 ) 
对 测量 结果 的 影响 程度 。 
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在 测量 中 , 存在 着 诸多 的 测量 误差 , 这 些 误 莽 均 是 由 不 同 的 因素 造成 
的 。 出 于 成 因 不 同 , 以 致 误差 的 特征 也 不 同 。 研 究 误 差 的 一 个 重要 内 容 就 
是 帝 掌 握 备 种 误差 所 具有 的 特征 , 只 站 这 样 ,才能 有 正确 的 误差 处 理 方法 。 
按照 误 益 的 特征 ， 可 将 测量 误差 分 为 系统 误 善 . 随机 误 羡 和 粗大 误差 三 类 ， 


一 、 系 统 误 差 


在 JJF1001 一 1998 中 定义 系统 误差 为 在 重复 性 条 件 下 , 对 同一 被 测量 
进行 无 限 次 测量 所 得 结果 的 平均 值 与 被 测量 的 真 值 之 差 。 

按 新 定义 ,系统 误差 是 定 值 的 (当然 有 一 定 的 不 确定 度 ), 即 负 的 修正 
值 。 以 下 介绍 传统 的 系统 误差 概念 . 分类, 便于 对 整个 误差 理论 的 理解 。 

产生 系统 误差 的 原因 可 能 是 各 不 相同 的 ,但 是 它们 的 共同 特点 是 确定 
的 变化 规律 , 这 也 使 误差 的 变化 具有 确定 规律 性 。 各 系统 误差 的 成 因 不 同 ， 
所 表现 出 的 规律 也 不 同 。 按 其 变化 规律 系统 误差 可 分 为 定 值 系统 误差 、 线 
性 变化 的 系统 壮 差 、 周 期 性 变化 的 系统 误差 和 复杂 规律 的 系统 误差 。 

定 值 系统 误差 : 系 指 在 一 定 测量 条 件 下 ,误差 的 符号 和 绝对 值 保持 不 
变 的 系统 误差 。 定 值 系 统 误差 又 称 恒定 系统 误差 或 常 差 。 典 型 俩 子 是 仪器 
仪表 的 零点 误差 ,在 测量 过 程 中 对 各 点 的 影响 是 一 个 常 差 。 

线性 变化 的 系统 误差 : 系 指 在 测量 过 程 中 , 误差 毛线 性 规律 变化 的 系 
统 误差 。 虚 型 例子 是 温度 变化 对 物体 长 度 计 量 影 响 而 产生 的 误差 为 线性 变 
化 系统 误差 。 

周期 性 变化 系统 误差 . 系 指 在 测量 过 程 中 , 误差 呈 周 期 性 规律 变化 的 
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吉 一 - 


系统 误差。 典型 例子 是 园 盘 式 指针 仪表 ， 由 于 指针 人 届 心 所 造成 的 误差 基 按 
正 芯 阔 数 规律 变化 的 周期 性 系统 误差 。 

复杂 规律 变化 的 系统 误差 : 系 指 在 测量 过 程 中 , 误差 是 按 非 线性 、 非 局 
期 性 的 复杂 规律 变化 的 系统 误差 。 误差 公 式 是 非 线性 、 非 周期 性 函数 。 

按 对 系统 误差 的 掌握 程度 ,系统 误 葡 又 可 分 为 已 定 系 统 误差 和 来 定 系 
统 误差 。 

已 定 系统 误差 , 系 指 误差 的 变化 规律 已 经 确 知 的 系统 误差 。 如 上 述 的 
定 值 系统 误差 、 线性 变化 系统 误差 、 周 期 性 变化 系统 误差 以 及 可 表示 出 的 
复杂 规律 系统 误差 均 属 已 定 系 统 误差 。 

未 定 系统 误差 : 系 指 误差 的 变化 规律 未 确定 的 系统 误差 。 通 常 是 指 那 
些 理论 上 有 规律 , 但 又 不 能 够 表现 出 规律 性 的 复杂 规律 的 系统 误差 。 未 定 
系统 误差 已 包含 在 测量 不 确定 度 内 。 


二 、 随 机 误差 


随机 误差 系 指 测 量 结果 与 在 重复 条 件 下 ， 对 同一 被 测量 进行 无 限 多 次 
测量 所 得 结果 的 平均 值 之 差 。 

随机 误 匡 等 于 误差 减 去 系统 误差 凤 , 因 为 测量 只 能 进行 有 限 次 数 ， 故 可 
能 确定 的 只 基 随 机 误差 的 恬 计 值 。 

随机 误差 的 最 主要 特征 是 具有 随机 性 , 在 重复 性 测量 条 件 下 ,对 同一 
被 测量 进行 多 次 重复 测量 ， 单 次 测量 的 随机 误差 的 绝对 值 和 符号 以 不 可 预 
定 的 方式 变化 , 没有 确定 的 规律 。 但 像 其 他 随机 变量 一 样 ， 对 无 限 次 测量 ， 
随机 误差 服从 统计 规律 。 

例如 仪器 仪表 中 传动 部 件 的 间隙 和 摩擦 、 连 接 件 的 弹性 变形 等 引起 的 
示 值 不 稳定 所 产生 的 误差 均 为 随机 误差 。 

随机 误差 通常 可 用 测量 不 确定 度 来 表示 。 


三 、 粗大 误差 


粗大 误差 系 指明 显 超 出 规定 条 件 下 预期 的 误差 , 简称 粗 差 。 

粗大 误差 的 主要 特征 是 明显 址 曲 测量 结果 。 其 成 因 可 归结 为 测量 条 件 
的 罕 变 和 人 为 因素 所 致 。 如 测量 人 员 技 术 水 平 低下 、 设 计 测 量 方法 错误 、 
责任 心 差 而 造成 的 误 操 作 、 错误 读数 , 错 记 录 、 错 计算 等 寻 致 的 测量 误差 均 
属 粗大 误差 。 

粗大 误差 属 非 正 常 测量 误差 ,含有 粗大 误差 的 测量 值 称 为 异常 值 , 对 
确定 为 含有 粗大 误差 的 异常 值 , 应 予以 婚 除 ,但 在 确定 粗大 误差 期 除 异 常 
值 之 前 ， 必 须 经 过 严格 的 判别 。 凡 是 未 经 严格 判别 的 任何 测量 结果 均 不 能 
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随意 剔除 

+ 述 三 类 误 莽 中， 随机 误差 和 系统 误差 是 属于 不 可 吉 免 的 正常 性 误差 ， 
而 粗大 误差 则 属于 能 够 避免 的 非 正 常 性 误差 ,是 不 容许 的 。 因 此 , 在 误差 
数据 处 理 中 , 对 会 有 和 粗大 误差 的 测量 结果 应 予以 区 除 , 使 得 测量 结果 只 全 
有 随机 误差 和 系统 误差 的 影响 。 


四 、 误差 的 相互 转化 


仿 管 上 面 将 误差 分 为 系统 误差 和 随机 误差 和 粗大 误差 -= 类 , 但 是 必须 
注意 各 类 误差 之 间 在 一 定 条 件 下 是 可 以 相互 转化 的 。 对 某 项 具体 误 善 ,在 
此 条 件 下 为 系统 误 益 ,在 另 一 条 件 下 可 能 表现 为 随机 误差 , 反之 亦 然 。 例 
如 ,对 一 - 支 刻 线 尺 ,理论 上 页 求 分 度 值 是 一 个 常量 , 也 就 是 说 各 刻 线 间 隔 应 
该 是 均匀 的 ， 实 际 上 是 不 可 能 的 。 单 就 某 一 刻 线 问 隔 而 音 与 理论 分 度 值 的 
差 值 是 确定 的 , 误差 性 质 表现 为 系统 误差 。 俱 基 车 以 整 支 刻 线 尺 为 对 象 ， 
其 单一 具体 刻 线 疝 隔 误 差 相 对 整体 刻 线 误差 则 表现 为 随机 误差 。 叉 如 按 一 
定 基本 尺寸 制造 的 量 块 , 存在 着 制造 误差 。 对 某 一 具体 量 块 的 制造 误差 是 
确定 数值 , 可 以 认为 是 系统 误差 , 但 对 一 批量 块 而 言 ， 制造 误差 是 变化 的 ， 
文 囊 现 为 随机 误差 。 在 使 用 某 一 量 块 时 , 没有 检定 出 该 量 块 的 尺寸 偏差 ， 
而 按 基 本 尺寸 使 用 ( 按 级 使 用 ), 则 误差 属于 随机 误差 。 若 检定 出 量 块 的 尺 
寸 偏差 , 按 实 际 尺寸 使 用 ( 按 等 使 用 ), 则 制造 误差 属 系 统 误差 。 同 样 , 在 一 
些 情 况 下 ,临界 粗大 误差 和 随机 误差 之 间 也 存在 类 似 的 相互 转化 的 关系 。 
掌握 误差 转 化 的 特点 ,可 将 系统 误差 转化 为 随机 误差 , 用 数据 统计 处 理 方 
法 减 小 误差 的 影响 , 或 将 随机 误差 转化 为 系统 误差 , 用 修正 方法 减 小 其 影 
响 。 

总 之 ， 系 统 误差 和 随机 误差 之 间 并 不 存在 绝对 的 恰 限 。 随 着 对 误差 性 
质 认 识 的 深化 和 测试 技术 的 发 展 ， 有 可 能 把 过 去 作为 随机 误差 的 某 些 误 郑 
分 离 出 来 , 作为 系统 误差 处 理 , 或 把 某 系 统 误差 当 作 随机 误差 来 处 理 。 
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由 于 测量 误差 的 存在 , 所 有 的 测量 数据 均 为 近似 数 ， 所 得 到 的 最 终 测 
重 结 果 仅 是 该 真 值 的 近似 知 计 值 ， 自 然 也 是 近似 数 , 误差 和 测量 不 确定 度 
更 是 一 个 近似 数 。 因 此 ， 测量 数据 的 处 理 ， 从 菜 种 意义 上 说 便 是 近似 数 的 
运算 。 

在 测量 结果 和 数据 运算 中 , 确定 用 几 位 数字 来 表示 测量 和 数据 运算 的 
结果 , 是 一 个 十 分 重要 的 问题 。 如 果 认 为 , 不 论 济 量 结果 的 准确 度 如 何 ， 在 
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-二 


一 个 数据 中 小 数 点 后 面 的 位 数 优 多 ,这 个 数据 愈 准 #; 或 者 在 数据 运算 中 , 保 
贸 的 位 数 人 鳃 多 , 准确 度 愈 高 , 这 种 认识 是 非常 片面 极端 的 。 对 于 一 个 近似 
数 . 若 将 不 必要 的 数字 写 出 来 , 即 浪费 时 间 ， 又 无 意义 。 反之 若 随意 简化 近 
似 数 的 数值 也 是 错误 的 。 一 个 近似 数 其 近似 程度 都 有 一 定 的 限度 ,在 记录 
测量 结果 的 数据 位 数 或 进行 数据 运算 到 值 多 少时 , 均 应 以 测量 所 能 达到 的 
准确 度 为 依据 。 因 此 合理 地 进行 近似 数 的 修 约 与 运算 是 测量 不 确定 度 评定 
中 的 重要 环节 。 近 似 数 的 修 约 与 运算 是 研究 近似 数 的 截取 (又 称 修 约 )、 有 
效 数字 概念 和 近似 的 各 种 运算 法 则 ， 


一 、 近 似 数 的 修 芍 


1， 人 收 约 间隔 
收 约 间 隔 是 确定 修 约 保留 位 数 的 一 种 方式 。 修 约 间隔 的 量 值 一 经 确 
定 ， 修 约 值 即 为 该 量 值 的 整数 倍 。 
履约 间隔 的 量 值 指定 为 10" (mm 可 为 负 整 数 、 零 、 正 整数 ) 形 式 。 当 六 
为 负 整 数 时 ， 表 明 将 数值 修 约 到 m 位 小 数 , 如 如 = 一 1 相当 于 将 数值 修 约 
到 一 位 小 数 ; 当 m= 二 0 时 相当 于 将 数值 修 约 到 个 位 ， 当 zm 为 正 整 数 时 , 表明 
将 数值 修 约 到 10* 数位 ,如 mx 二 2 相当 于 将 数值 修 约 到 “ 百 ” 位 ， 
2. 近似 数 的 基本 修 约 规则 
由 于 “四 使 五 人” 修 约 原则 引入 的 会 入 误差 较 大 , 不 尽 人 台 理 ,更 合理 的 
修 约 原则 如 下 : 
(1) 若 舍 去 部 分 的 数值 大 于 保留 末 位 的 1/2, 则 未 位 加 1; 
(2) 若 会 去 部 分 的 数值 小 于 保留 末 位 的 1/2， 则 末 位 不 变 ; 
《3) 考 舍 去 部 分 的 数值 恰 等 于 保留 末 位 的 1/2, 此 时, 全 车 末 位 是 偶 
数 , 则 末 位 不 变 ; 图 若 末 位 是 奇数 ， 则 末 位 加 1， 
例如 将 下 列 一 组 近似 数 , 按 裁 取 规 则 保留 二 位 小 数 。 
符 修 约 的 数 修 约 后 的 近似 数 
3,130 
3.131 
3.132 
3. 133 
3. 134 
3, 134 95 


3, 13 
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3.135 
3. 136 
3.137 
3.14 
3.138 
3,139 
3,145 0 
3. 145 O01 3.15 


修 约 必须 一 次 完成 , 不 能 连续 修 约 ， 如: 
1. 327 465—*1. 327 46—*1, 327 5-—>1, 328 
{正确 为 : 1. 327 465 一 1. 327) 

车 数字 会 人 恰巧 发 生 在 合格 与 否 的 边界 数字 上 时 , 则 要 用 (十 ) 或 (一 
分 别 补充 表明 它们 的 数值 大 小 。 如 1. 29 一 1.3( 一 )，13. 2 一 1.3( 十 )。 

误差 或 不 确定 度 的 会 入 最 好 一 律 采用 增 大 的 方式 . 即 只 进 不 会 。 后 面 
将 提 到 的 有 效 自由 度 的 计算 , 则 采用 截断 小 数 取 整 的 只 会 不 进 的 算法 ， 

3. 售 入 误差 

设 a 为 待 修 约 的 数 , 5 为 修 约 后 的 近似 数 , 则 修 约 的 全 入 误差 应 为 

| 全 | =#—a 

由 近似 数 的 修 约 规则 可 见 , 会 人 误差 的 绝对 值 不 超过 近似 数 末 位 的 半 

个 单位 , 即 


slg (1-10) 


式 中 ,10" 为 收 约 间隔 。 
【全 1-11】 “一 3. 134 6, zm 二 一 2, 则 按 收 约 规则 (2) 得 近似 数 4=3. 13， 
合 信 误差 的 绝对 值 为 
181=|8—a| 
=|3,13— 3.1346| 


= 0.004 6 < 2 = 0.005 


= 0. 005 
【 例 1-12】 4 二 3. 145 0， 如 三 一 2， 则 按 修 约 规则 (3 之 个 得 近似 数 5 二 
3. 14， 舍 人 误差 绝对 值 

[8|=|8—al 

=| 3.14 一 3.14501| 

一 0.005 

10 

2 
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【 例 1-13】 将 数 8750 按 100 间隔 修 约 ， 并 求 其 全 入 误差 ， 
按 修 约 规则 (3) 之 外 , 得 : 
8 750=<8 800 
伟人 误 芷 为 8 800 一 8 750 一 50 
| 十 50| 王 10072 
4，0. 5 单位 做 约 和 0.2 单位 修 约 
必要 时 可 采用 2X10" 、5X10” 间隔 修 约 , m 为 整数 ( 负 整 数 、 零 、 正 整 
数 ), 修 约 规则 与 1X10” 原则 是 一 致 的 , 具体 操作 时 作 些 变化 ,方法 如 下 : 
将 待 收 约 数 乘 以 Ci 修 约 间隔 为 2X10” 时 , C 二 5; 修 约 间隔 为 5x 107 
时 ,C=2), 按 基 本 修 约 规则 修 约 , 午 将 修 约 后 的 数 除 以 C， 邯 得 修 约 结果 。 
【 例 1-14】 将 下 列 数 按 0.05 间隔 修 约 ， 
拟 修 约 数值 末 位 保留 依 修 约 间 隔 (0. 05) 


按 0,05Xx2 一 0. 1 间 阿 履约 


XX 一 人 
20. 425 ——*40. 850 > 40.8 一 一 20. 40 


20. 475 40. 950 - 攻 瑟 2 一 0 网 珊 代 的 .410 一 %20.50 

20. 449 40. 898 1 由 隧 任 约 9 -一 & 20. 45 

【 例 1-15] 将 下 列 数 按 0.2 间隔 修 约 ;: 

拟 修 约 数 值 末 位 保留 依 修 约 间隔 (0. 2) 
2. 12 一 10. 6 -相同 殉 禾 的 | 5 

1.08 一 >5. 40 -下 5 网 由 的 5 51.0 


对 于 修 约 间隔 为 2X10"、5X10" 还 有 一 些 简单 的 直观 修 约 方法 ， 读 者 
可 入 己 思考 ,也 可 参阅 专业 的 计量 检定 规程 。 

二 、 有 效 数字 

有 效 数字 是 指 经 过 修 约 后 所 得 的 近似 数 从 左边 第 一 个 不 是 零 的 数字 起 
到 末 位 上 的 所 有 数字 。 一 个 近似 数 有 个 有 效 数 字 , 也 称 这 个 近似 数 为 ” 
位 有 效 数 。 

例如 ,近似 数 1.414 2, 3.141 5，1.732 8 和 110.00 均 为 五 位 有 效 数 ; 
而 0.003 86,，386 和 3. 86 均 为 三 位 有 效 数 。 

在 判断 有 效 数字 时 ,对 于 零 这 个 数字 有 三 点 说 明 ， 

(1) 它 可 能 是 有 效 数字 ,也 可 能 不 是 有 效 数字 , 这 取 况 于 它 处 在 近似 数 
中 的 位 置 。 当 零 处 在 第 一 个 有 效 数字 之 前 时 ， 则 零 不 算 有 效 数字 。 例 如 ， 
近似 数 0.003 86 前 面 的 三 个 “0”， 均 不 是 有 效 数 字 。 当 零 处 在 第 一 个 有 效 
数字 之 后 , 则 均 为 有 效 数 字 。 例 如 , 近似 数 110, 00 和 200.030 中 的 折 有 “0” 


第 五 芳 ”近似 数 的 修 约 与 运算 


均 为 有 效 数字 。 

(2) 小 数 点 以 后 的 零 反 映 了 近似 数 的 误差 , 不 能 随意 取舍 。 例 如 ,近似 
数 100，100.0 和 100.00。 这 三 个 近似 数 在 数值 上 是 相等 的 , 但 是 它们 的 误 
差 是 各 不 相同 的 , 由 会 人 误差 原理 知 , 这 三 个 近似 数 的 误差 绝对 值 分 曾 不 
超过 0.5, 0.05 和 0. 005。 

(3) 在 第 一 个 有 效 数 字 之 前 的 零 则 与 误差 无 关 。 例 如 ,近似 数 0. 003 6 
的 误差 绝对 值 不 超过 0. 000 03, 而 近似 数 0, 36 X10 下 的 误差 绝对 值 也 不 起 
过 0.005X10-2 一 0.000 05。 

因此 , 0.0036 和 0.36X10“ 这 两 种 表示 方法 是 等 价 的 。 它 们 均 是 两 
位 有 效 数 字 ,， 且 有 相同 的 伟人 误差 。 

若 近 似 数 的 右边 带 有 若干 零 的 数字 , 通常 把 这 个 近似 数 写成 ax10” 形 
式 。 利 用 这 种 写法 ,可 从 “ 中 含有 上 几 个 有 效 数 字 来 确定 近似 数 的 有 效 位 数 ， 
如 2. 400X 103 表示 四 位 有 效 位 数 ; 2. 40X10* 和 24Xx10， 分 别 表示 三 位 
和 两 位 有 效 位 数 。 

在 测量 结果 中 , 最 末 一 位 有 效 数 字 取 到 哪 一 位 ,是 由 测量 准确 度 来 决 
定 的 , 即 最 末 一 位 有 效 数字 应 与 测量 准确 度 是 同一 量 级 的 。 例 如 用 千分尺 
测量 时 ,其 测量 准确 度 只 能 达到 0.01mm, 车 测 出 长 度 1 二 20. 531mm， 显 然 
小 数 后 第 二 位 数字 辟 不 可 靠 ， 而 第 三 位 数字 更 不 可 第， 此 时 应 只 保留 小 数 
点 后 第 二 位 数字 , 即 写 成 /二 20. 53mtn， 为 四 位 有 效 位 数 。 由 此 可 知 , 测量 
结果 应 保留 的 位 数 诛 则 是 ; 其 最 末 一 位 数 是 不 可 靠 的 , 而 俩 数 第 二 位 数字 
应 是 可 靠 的 。 测 量 误差 一 般 取 1 一 2 位 有 效 数字 , 因此 上 述 用 千分尺 测量 结 
果 可 表示 为 { 一 (20.53 士 0.01)trnm。 


三 、 近 似 数 的 运算 
1， 加 减 运 算 


首先 分 析 具 有 不 同 误差 的 两 个 近似 数 相 加 ， 
例如 , 求 近似 数 0. 108 2 与 1 648. 0 的 和 。 
由 舍 人 误差 知 , 近似 数 0. 108 2 的 误差 绝对 值 不 超过 0. 000 05, 即 小 数 
第 四 位 数字 "2” 有 半 个 单位 的 误差 ; 而 近似 数 1 648. 0 的 误差 绝对 值 不 超过 
0.05， 邮 处 于 小 数 第 一 位 数字 *0” 有 半 个 单位 的 误差 。 当 它们 相 加 时 ， 即 
0.1082 
+16§48.0 


1648.1082 
由 上 式 可 见 , 加 数 1 648.0 的 小 数 第 一 位 数字 *0" 有 误差 , 所 以 近似 数 
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30 


第 1 章 误差 的 基本 概 意 


的 和 1 648. 108 2 的 小 数 第 一 位 数字 “1" 也 有 误差 。 因 此 ,， 要求 小 数 第 二 位 
以 后 数字 的 准确 性 便 是 无 意义 的 了 ,为 此 , 只 须 将 加 数 0. 108 2 截取 到 小 
数 第 二 位 便 已 满足 要 求 , 且 简 化 了 计算 。 

由 此 ,对 近似 数 的 加 减 运算 可 归纳 为 : 几 个 (不 超过 10 个 ?近似 数 相 加 
或 相 减 时 ， 小 数位 数 较 多 的 近 但 数 ， 只 须 比 小 数位 数 最 少 的 那个 数 多 保留 } 
位 。 在 计算 结果 里 ， 应 保留 的 小 数位 数 与 原来 小 数位 数 最 少 的 那个 近似 数 
相同 。 

【 例 1-16】 求 近似 数 1 648. 0, 13. 65，0. 008 2, 1. 632, 86. 82，5. 135， 
316. 34, 0.545 的 和 。 

解 : 因 加 数 中 , 小 数位 最 少 的 为 1 位 ,所 以 对 其 余 的 近似 数 只 须 截取 到 
2 位 小 数 , 且 它 们 的 和 只 须 保 留 1 位 小 数 。 即 

1 648.0 十 13. 65 十 0. 008 2 十 1. 632 十 86. 82 十 5. 135 十 316, 34 十 0. 545 

szl 648, 0 十 13. 65 十 0. 01 十 1. 63 十 86. 82 十 5. 14 十 316. 34 十 0, 54 

=2 072.13 

< 072, 1 

【 例 1-17】 求 近似 数 76. 365 1 与 37.4 之 差 。 

解 : 因 减 数 只 1 位 小 数 , 所 以 被 减 数 只 须 保留 2 位 小 数 , 且 差 只 人 须 保留 
1 位 小 数 。 即 


76. 365 1 一 37. 4 xz76. 37 一 37. 4 
一 38. 97 
xz39.0 
当 10 个 以 上 的 近似 数 相 加 时 ， 为 减 小 舍 人 累积 误差 , 可 适当 增加 加 数 
的 小 数位 数 ， 
2. 乘除 运算 
首先 分 析 两 个 近似 数 相 乘 。 
例如 , 求 1, 364 2x0.0026 的 积 。 
近似 数 1, 364 2 有 5 位 有 效 数字 , 而 0.002 6 有 2 位 有 效 数字 。 它 们 均 
在 小 数 第 四 位 上 有 半 个 单位 的 误差 。 当 它们 相 乘 时 ， 即 有 下 列 竖 式 ， 
1.3642 


0.00354692 


从 上 式 可 见 , 积 的 第 二 位 有 效 数 字 以 后 的 各 位 数 均 会 有 误差 。 因 此 ， 
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积 只 须 保 留 到 第 二 位 有 效 数字 , 即 取 积 的 有 效 位 数 同 乘 数 中 有 效 位 数 较 少 
的 那个 相同 。 并 且 乘 数 1. 364 2 无 希 保 留 5 位 有 效 数字 ,只 须 比 0.0026 多 
1 位， 即 和 保留 3 位 有 效 数字 有 即 可 。 其 蒜 式 即 为 


1.36 
XxX0.00256 
3156 

272 
0.003536 


因此 , 正确 的 算式 应 为 
1. 364 2X0.0026 1.36X0.0026 
=0, 003 536 
0. 003 5 
由 此 ,对 近似 数 的 乘除 运算 归纳 为 , 在 几 个 近似 数 相 乘 或 相 除 时 ， 有 效 
数字 较 多 的 近似 数 , 只 须 比 有 效 数字 最 少 的 那个 多 保留 1 位 ， 其 余 均 含 去 。 
计算 结果 应 保留 的 有 效 煞 字 的 位 数 , 与 原来 近似 数 里 有 效 数字 最 少 的 那个 
相亲 
【 创 1-18】 求 0.012 1X1.368 72 的 积 。 
解 : 0.012 1X1.368 72 <0.012 1X1.369 
=0, 016 5649 
sc0.016 6 
【 例 1-19〗 求 1.770 42 二 30.3 的 商 。 
解 : 1.770 42 二 30. 3 21, 770 一 30.3 
a0. 058 4 
在 近似 数 的 梯 除 运算 中 , 保留 的 位 数 是 以 有 效 数字 计算 的 。 因 此 ， 当 
会 去 的 多 余 位 数 为 整数 位 时 ,被 保留 的 有 效 数 字 必 须 保持 它 原 来 的 数位 不 
变 。 如 具有 6 位 有 效 数字 的 近似 数 18 873. 8 只 须 保 留 其 三 位 有 效 数 字 , 则 
按 近似 数 修 约 规 则 应 为 187 尖 10:， 而 不 是 187。 
【{ 例 1-20】 求 18 673.8 x0,. 4 的 积 。 
解 ; 18 673. 8X0. 48 e187 X10 xX0. 48 
=89. 76X 10: 
2900X 102 


3. 乘 方 和 开 方 运算 


飞 方 的 实质 是 乘法 ,此 时 两 个 秉 数 相等 , 因此 它们 的 误差 相同 , 无 须 合 
去 多 余 位 数 。 例 如 ,1, 52: 的 竖 式 为 
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[ Tec3 


5 
.52 
4 

7 
152 
2.3104 
可 见 ， 乘 方 结果 的 有 效 位 数 应 保留 与 原 近 似 数 的 有 效 位 数 相 同 。 即 
1. 52: =2, 310 422, 31 
开 方 时 ， 只 一 个 近似 数 参 与 ， 因 此 不 存在 会 去 多 余 位 数 的 问题 。 另 外 
开 方 与 乘 方 有 下 述 关 系 : 设 YWa 一 8， 出 a= 六 。 因 此 , 六 和 a 有 相同 的 有 效 
位 数 , 而 由 葬 方 的 原理 知 , 8 和 上 5 的 有 效 位 数 相同 , 所 以 4 和 其 开 方 根 6 有 
相同 的 有 效 位 数 ， 
崇 上 所 述 ， 对 于 近似 数 的 乘 方 和 升 方 运算 吉 归纳 为 在 近似 数 乘 方 或 
者 开 方 时 , 计算 结果 应 保留 的 有 效 数 字 与 原来 近似 数 的 有 效 数 字 的 位 数 相 
同 . 
【 例 1-21】 求 近 似 数 5.32 的 平方 
解 : 5. 32: 一 28. 302 4ss28.3 
【 例 1-22】 求 3, 164 3 的 开 方 。 
解 ;v3.164 3 一 1, 778 847 941…<sz1.778 8 
在 实际 运算 中 , 一 个 算式 往往 包括 所 种 不 同 的 运算 ,对 于 中 季 步 又 的 
运算 结果 , 其 有 效 数字 比 加 减 、 厂 除 、 鞠 方 和 开 方 的 运算 规则 的 规定 增加 1 
位 。 此外, 在 计算 4 个 以 上 近似 数 的 平均 值 时 ,其 有 效 位 数 可 增加 1 位 。 
【 例 1-23〗 求 7.432 86 十 3. 695 一 站 .72 一 ? 
解 ; 7.432 86 十 3, 695 一 6. 72 
se7.432 9 十 3. 695—6, 72 
一 11.127 9 一 6.72 
ss11. 128 一 6. 72 
一 4.408 
a 4.41 
{全 1-24] 求 18.400 8X0.003 十 3.2 一 ? 
解 : 18, 400 8X0,.003 十 3,2 
sz18XD0.003 十 3.2 
二 0. 054 十 3,2 
0. 05 二 3.2 


[9 
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一 3. 25 
3.2 
【 例 1-25】 求 5,38, 6.30, 6.46 和 7.52 这 4 个 近似 数 的 平均 值 。 
5. 38+ 6, 30~6, 46 二 7. 52 
解 : TT 
—25.66 
4 
=6, 415 
在 上 例 中 , 除数 4 是 正 整数 , 不 会 误 差 。 央 此 , 它 的 有 效 数字 应 根据 算 
式 的 需要 而 定 。 在 此 例 中 , 整数 4 可 表示 为 4.000, 即 认 为 它 具 有 4 位 有 效 
数字 ,日 平 均值 的 有 效 数字 比 原 近 似 数 多 ] 位 ,这 种 做 法 的 原理 将 在 以 后 
的 叙述 中 找到 根据 ， 即 煞 的 平均 值 能 提高 准确 性 。 
在 运用 计算 器 、 计算机 等 计算 工具 进行 数据 处 理 时 , 能 提高 运算 的 速 
度 , 减少 出 现 错 误 的 可 能 性 . 此 时 可 适当 地 多 保留 有 效 数字 或 小 数位 数 。 
但 测量 误差 和 测量 不 确定 度 一 般 只 保留 上 至 2 位 有 效 数字 ,其 余 按 规则 舍 
人。 


习题 一 


1-1 何谓 量 的 真 值 ? 它 有 哪些 特点 ? 实际 测量 中 如 何 确定 ? 

1-2 ”出 较 绝 对 谋 着 相对 误差 和 引用 误差 的 异同 点 ” 

1-3 何谓 修正 值 ? 合 有 误差 的 某 一 基 什 经 过 收 正 后 能 否 得 到 真 值 ? 为 什么 ? 

1-4 解释 系统 误差、 随机 误 莽 和 粗大 误差 之 问 的 由 互 转化 关系 ? 

1-5 分 析 求 证 近似 数 截 取 原 则 的 合理 性 。 

1-6 分 析 误 差 来 源 必 须 注 音 的 事项 有 哪些 ? 

1-7 用 测 角 仪 测 得 某 矩 形 的 四 个 角 内 角 和 为 360*00'04*, 试 求 测量 的 弧 对 误差 和 
相对 误差 。 

1-8 一 个 标 称 值 为 5g 的 夸 码 , 经 高 一 等 标准 夸 码 检定 , 知 其 误差 为 0, lmg, 问 该 
厂 码 的 实际 质量 是 霓 少 ? 

1-9 多 级 弹道 火箭 的 射程 为 1 000km 时 ， 射 击 入 离 预定 点 不 超过 1km。 优秀 身 
手 能 在 距离 50m 远 处 准确 地 射 中 直径 为 em 的 息 心 , 试 评述 这 两 种 射击 的 准确 度 。 

1-10 设 准确 度 S=0. 1 级， 上 限 值 为 104A 的 电流 表 经 过 检定 后 , 最 大 示 值 误差 在 
3 下 处 ,为 十 8mAA, 同 此 表 合 格 否 ? 

1-11 已 知 ; 荣 电 压 表 在 测量 (10~200)V 范围 的 电压 时 ,其 相对 误差 为 0.2%。 求 
该 电压 表 分 别 在 测量 180V 和 60 V 时 的 可 能 最 大 的 绝对 课 差 ? 

1-12 将 下 列 各 数 , 按 近 似 数 截取 原则 分 别 截取 到 百 分 位 和 千 分 位 ， 

V2 3s ms 6.378 501; 5.623 5; 4.510 50; 7.510 51; 13,500 47; 2.149 6; 
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1. 378 51 。 
1-13 
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试 求 ， 
试 求 ， 


试 求 : 
试 求 ; 
试 求 ， 


试 求 
试 求 


63, 07 十 5. 143 5 十 2. 125 0 十 .62 十 0. 009 3 一 ? 
d=2xR=2xX3,15=? 

ax _ 

OD, 28 

27, 86 XO, 005=? 

w0.08641 一 ? 

:0.03552 =? 


at tL 
. 4 


= 了 (计算 结果 取 两 位 有 效 数字 )。 


第 己 章 
随机 误差 的 基本 特 证 与 处 理 方法 


A 


第 一 节 ”概述 


一 、 随 机 误差 产生 的 原因 


随机 误差 是 由 众多 的 、 变 化 微小 的 因素 造成 的 。 这 些 因素 中 ， 有 的 沿 
未 掌握 其 影响 测量 准确 的 规律 有 的 是 在 测量 过 程 中 对 其 难以 完全 控制 的 
微小 变化 , 而 这 些微 小 变化 又 给 测量 带 来 误差 ， 

例如 , 在 长 度 测 量 中 , 一 些 仪器 在 测量 时 与 被 测量 以 一 定 的 压力 保持 
接 舰 。 由 于 压力 机 构 ( 如 弹 筑 ) 的 不 稳定 性 ,使 仪器 加 在 被 测量 表面 的 压力 
有 微小 的 变化 , 且 这 种 变化 无 明显 的 规律 , 时 大 时 小 , 无 法 预先 确定 ， 从 面 
引起 随机 误差 。 

又 如 , 用 测 长 机 测量 lm 长 的 钢 杆 制 件 , 测量 温度 的 允许 范围 为 (20 土 
2) 人 。 为 此 , 测量 在 恒温 室 内 进行 ， 值 谣 室 湿 度 控制 能 力 达 到 (20 十 
0. 5) 5 ， 满 足 调 量 要 求 。 但 在 测量 时 , 恒温 室 的 温度 必然 处 在 不 断 地 变化 
中 ,围绕 平均 温度 20C 有 微小 的 波动 温度 时 高 时 低 . 变化 速度 时 快 时 偿 。 
温度 的 微小 变化 引起 钢 杆 制 件 长 度 和 测量 仪器 示 值 的 微小 变化 , 且 它 们 受 
温度 的 影响 又 不 一 玖 ， 有 快慢 之 别 ， 大 小 之 分 。 这 种 影响 又 无 法 确定 ,因此 
造成 随机 误差 。 

再 如 , 测量 人 员 瞄 准 、 信 读 时 , 围绕 其 习惯 性 偏差 的 微小 的 不 稳定 性 均 
导致 随机 误差 。 

这 些微 小 变化 的 众多 因素 ,对 测量 准确 性 的 影响 均 是 很 微小 的 , 很 难 
说 哪个 因素 的 影响 更 主要 、 更 大 些 。 这 些 因素 在 整个 测量 过 程 中 均 处 在 不 
新 地 变化 中 , 且 又 互相 交错 的 、 随 机 的 变化 影响 着 ， 时 面 这 个 面 素 的 影响 稍 
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大 些 , 时 前 那个 因素 的 影响 又 稍 大 些 ， 以 预先 无 法 确定 其 变化 的 方式 综合 
地 影响 测量 结果 , 造成 测量 的 随机 误差 ， 

二 、 随 机 误差 特性 

在 测量 实践 中 我 们 会 发 现 , 对 基 量 用 同一 台 测 量 仪器 、 相 同 的 测量 程 
序 . 同一 测量 人 员 , 在 相同 的 环境 条 件 下 进行 多 次 重复 测量 时 , 测 得 值 各 不 
相同 ， 其 误差 的 符号 和 绝对 值 以 不 可 预知 的 方式 变化 着 , 究 其 原因 这 正 是 
随机 误差 的 第 一 个 特征 , 随机 误差 具有 湖 机 性 ， 

由 于 产生 测量 误差 的 因素 微小 , 不 能 够 掌握 和 控制 , 且 随 时 间 、 环 境 条 
件 、 状 态 等 因素 随时 变化 。 因 此 影响 随机 误差 的 因素 只 有 在 测量 过 程 之 中 
充分 体现 ,这 是 随机 误差 具有 的 第 二 个 特征 ， 随 机 误差 产生 在 测量 过 程 中 。 

随机 误差 从 表面 上 看 ， 不 可 预知 和 没有 规律 。 其 实 不 然 ， 人 们 通过 实 
践 观 察 到 并 且 证 明了 , 在 相同 的 条 件 下 , 对 某 其 进行 大 量 的 多 次 重复 测量 ， 
其 随机 误差 呈现 出 某 种 确定 性 规律 ， 即 随机 误差 服从 统计 规律 。 杖 此 , 随 
机 误差 可 依据 概率 论 与 数理 统计 理论 进行 处 理 ， 即 用 特征 量 标准 偏差 "来 
表示 。 测 量 次数 = 越 大 , 标准 偏差 4 就 越 小 , 亦 即 随机 误差 就 越 小 ， 由 此 扒 
出 随机 误差 共有 的 第 三 个 特性 ， 岩 宙 误 差 与 测量 次 数 有 关 , 增加 测量 次 数 
可 减 小 随机 误差 对 测量 结果 的 影响 。 

综 上 所 述 , 随机 误差 的 特性 可 归纳 为 三 个 方面 :; 具有 随机 性 、 产 生 在 测 
其 过 程 中 、 与 测量 次 数 有 关 , 重复 性 条 件 下 增加 测量 次 数 可 减 小 随机 误差 
对 测量 结果 的 影响 。 


三 、 随机 误差 处 理 的 基本 原则 


随和 机 误差 性 质 上 属 随机 变量 ， 其 处 理 方法 的 理论 依 握 是 概率 论 与 数理 
统计 。 具 体 参 量 可 用 随机 变量 的 数学 期 望 (算术 平均 值 )、 方差 (标准 偏差 ) 
和 置信 概率 等 三 个 特征 量 来 描述 ， 


第 二 节 ”随机 误差 的 分 布 
一 、 正 态 分 布 


(一 ) 随机 误差 的 统计 直方 图 


1. 测量 实例 
首先 分 析 一 个 测量 实例 , 如 图 2-1 所 示 。 已 知 摆 的 周期 的 (约定 ) 真 值 
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T=3.01s。 用 秒表 对 该 摆 的 周期 进行 

N= 二 150 次 测量 , 并 用 下 列 符号 表示 有 

关 数 据 ， 7 
zi: 表示 对 摆 周 期 工 的 第 i 种 测 pd 

量 结果 但 =1,，2,， ,mm)。 此 处 区 = 7 

14。 六 | 1 
2%.: 表示 在 150 次 测量 中 , 第 ; 种 

测量 结果 x, 出 现 的 次 数 。 显 然 有 7 

2 = N。 图 2_1 
人 六: 表示 测量 结果 z, 的 随机 误差 。 

即 有 3 = 一 T。 
乒 : 表示 zx, 在 150 次 测量 中 出 现 的 可 能 性 。 即 f, 二 n/N, 并 称 六 为 频 

率 。 显 然 ， 

Df DR- 


1=1 1 一 ] 


现 将 150 次 测量 结果 和 以 上 各 值 汇总 列 于 表 2-1 中 。 


于 2-1 所 周期 测量 数据 


i150 
注 ; 1 上 震中 和 让 一 1 二 一 0, 000 01, 此 处 不 等 于 零 是 因为 会 人 误差 引起 的 ， 
2.， 表 中 六 一 0.00 也 是 合 人 误差 所 致 、 实 际 测量 说 差 不 可 能 为 零 ， 
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2,， 随 机 误 差 统 计 直 方 图 的 绘制 

为 便于 分 析 研 究 , 首先 根据 多 次 测量 结 时 及 其 有 关 数 据 , 作 统 计 直 方 
图 : 即 以 测量 误差 为 横 坐 标 ， 以 频率 了 与 误差 区 间 4 的 比值 F=f156 作 
为 维 坐标 所 和 作 的 图 形 。 

仍 以 摆 的 周期 了 的 测量 为 例 。 从 表 2-1 可 知 。150 次 测量 中 的 14 种 测 
量 结果 x,， zx, 出 现 的 次 数 x,, ,的 绝对 误差 了 以 及 二 的 频率 了 ,=n./N， 

作 图 时 , 取 误 差 区 间 A6 一 0. 01,， 测 根据 误差 8 便 可 划分 相应 的 误差 区 
间 以 及 计算 误差 在 此 区 间 内 出 现 的 频率 ， 上 述 两 项 数据 列 于 表 2-2， 由 表 
2-2 所 列 数 据 , 便 得 图 2-2 所 示 的 抱 的 周期 测量 的 随机 误差 统计 直方 图 。 

表 2-2 


误差 区 间 


0. 005~0. 015 


误差 区 间 NO 


0.065 ~ —0.055 0 026 770.0123 


一 


0.113 370.012:11 


一 由 和 95 一 0,045 0.040 O70. 01=4 D015~0. 025 0D. O80 0D, 01=8 


0 025~0. 035 


—0. 045~~ —0. 035 站 O40 OF/0, OE—=4 D. O80 070. 01=8 


DO. 066 TA0, Ol-7 


一 日 .站 35 一 —0. 025 D.035~-0. 045 


0.073 370. 012=7 


—0.025~—0.015 DO. 的 5 ~—0. 055 0 053 310, 012#5 


Ww 肌 15 一 一 005 日 133 3 全 01ss13 


0. O93 3 Ol sd 


0.055~0. O65 0. 026 30. Olas3 


0. 065~—0, 075 


0.013 3/0, O11 


—0.005~9. O05 D0. 160 070.01=18 


3. 统计 直方 图 的 作用 
在 图 2-2 中 , 矩形 面积 ; 


一 [La 一 二 ， -一 
5,=f(0) + A0— A M0—/. 


因此 , 随机 误差 统计 直方 图 中 的 矩形 面积 ,表示 误差 落 在 误差 区 间 (8, 一 A8/ 
2; 6 十 Ab/2) 内 的 频率 。 当 测量 次 数 充分 多 时 ,此 频率 亦 即 随机 误差 落 在 该 
区 间 内 的 概率 。 因 此 , 此 图 在 一 定 程度 上 直观 地 反映 了 搜 周 期 测量 随机 误 
差 的 分 布 情况 。 假 设 还 在 原 测量 条 件 下 ,对 把 的 周期 再 作 第 151 次 测量 。 
那么 ,虽然 我 们 事先 无 法 确定 这 次 随机 误差 bs 的 符号 和 绝对 值 ， 但 是 由 统 
计 直 方 图 可 知 85 落 在 不 同 误 善 区 域内 的 频率 ， 即 苛 能 性 。 例 如 , 在 某 种 程 
度 上 可以 断定 , 误差 襄 s, 落 在 区 间 ( 一 0.000 5, 90. 000 5) 内 的 可 能 性 为 16%; 
落 在 区 间 ( 一 0. 055， 一 0.045) 内 的 可 能 性 为 4 只 , 等 等 。 而 且 这 种 断定 随 着 
测量 次 数 的 增加 ,统计 直方 图 显示 随机 误差 在 不 辣 误差 区 间 内 的 频率 将 更 
谁 确 , 从 而 为 我 们 提供 了 揭示 随机 误差 分 布 规律 的 一 种 方法 。 


(二 ) 随机 误差 正 态 分 布 的 概率 密度 
随机 误 姜 统计 家 方 图 提供 了 随机 误差 的 分 布 ， 即 随机 误差 符号 和 绝对 
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图 2-2 
值 的 分 布 情况 。 因 为 给 制图 形 时 的 测量 次 数 是 有 限 的 (例如 N=150 次 )， 
所 以 此 时 提供 的 分 布 只 是 大 致 的 情况 。 为 了 准确 地 反映 随机 误差 的 分 布 ， 
必须 进行 充分 多 次 的 测量 ,使 测量 次 数 N 一 =， 并 将 误差 区 间 划 分 得 充分 
小 , 即使 As~*0,， 此 时 图 2-2 中 各 矩形 的 上 边缘 形成 一 条 曲线 ， 如 图 2-3 所 


13) 
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示 。 这 条 连续 的 、 对 称 的 曲线 称 为 随机 误差 的 正 术 分 布 概 率 密度 曲线 (也 称 
高 斯 分 布 曲线 ) 。 此 曲线 的 函数 表达 式 为 


f(8) = 一 -ec 


ET (2-1) 
式 中 : 8 一 一 随机 误差 概率 分 布 密度 函数 ， 
e 一 一 自然 对 数 之 底 ，e 一 2.71…3 


2 一 一 随机 误差 
x 一 一 辐 周 率 ; 
5 一 一 测量 的 标准 偏差 。 


式 (2-1) 中 , 测量 的 标准 偏差 s 是 评定 随机 误 卷 的 基本 指标 ， 它 的 数值 决定 
于 标准 器 、 仪 器 仪表 、 测量 环境 、 测 量 人 员 和 被 测 对 象 等 各 项 因素 。 对 同一 
被 测 对 象 , 测量 系统 (包括 上 述 诸 因 素 ) 确 定 后 , 标准 偏差 e 的 数值 也 随 之 确 
定 . 不 岗 的 测量 系统 (如 采用 其 他 标准 器 和 其 他 仪器 仪表 ; 或 改变 测量 环 
境 ; 或 采用 其 他 测量 方法 等 ) 则 o 取 值 也 不 同 。 因 此 , 在 测量 系统 确定 后 ， 
它 的 标准 偏差 也 就 随 之 为 确定 的 常数 。 此 时 , 式 (2-1) 中 唯 有 随机 误差 3 一 
个 变量 , 曲线 惟一 确定 。 显 然 , 不同， 对 应 的 曲线 的 形状 也 就 不 局 ,图 2- 
4 分 别 维 出 = 二 0.5, 加 =1 与 go 二 2 时 的 正 态 分 布 概率 密度 函数 f. (5)， 
疡 (9 与 f( 人 0 的 图 形 。 由 图 可 见 , 值 越 小 则 正 态 分 布 曲线 越 毙 ， 误 差 的 分 
布 趋 于 集中 ; o 值 越 大 则 曲线 7(8) 越 平缓 ， 误 差 的 分 布 趋 于 分 散 。 


图 2-4 
从 上 面 的 叙述 可 知 , 在 统计 直方 图 里 , 误差 还 在 区 间 (5, 总) 内 的 频率 
了 等 于 该 区 则 土 的 拖 形 面积 3S。 对 于 正 态 分 布 概率 密度 函数 而 言 此 时 对 应 
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一 一 -全 11 


的 面积 为 正 态 分 布 曲 线 下 的 面积 p, 如 图 2-5 阴影 部 分 所 示 ， 由 前 述 知 频 
率 了 有 下 列 等 式 ， 即 


/= ON=!) 


“1 t=1 


与 此 对 应 , 在 图 2-5 中 有 8 轴 以 上 和 和 曲线 了 (人 六 以 下 的 全 部 面积 等 于 1。 


0 站 | 全 由 


图 2-5 
随机 误差 的 正 态 分布 揭 示 了 随机 误 善 取 值 的 具体 分 布 情况 ， 然 面 , 很 
多 时 候 更 关心 贿 机 误差 的 平均 值 及 其 分 散 程 度 。 此 即 随机 误差 正 态 分 布 的 
数字 特征 一 一 数学 期 望 和 方差 。 其 中 ， 
数学 期 望 EH) =0 
方 差 D(H) =0i 
标准 俯 差 o=v D0) 
测量 实践 证 明 , 绝 大 多 数 的 随机 误差 均 服 从 正 态 分 布 ， 但 也 有 一 些 跑 
机 误差 按 其 他 规律 分 布 , 如 有 的 按 均匀 分 布 , 有 的 按 反 正弦 分 布 等 。 但 是 ， 
概率 论 研 究 成 果 告 诉 我 们 ， 即 使 服从 不 同 分 布 的 误差 ,只 要 它们 有 足够 多 
数量 .相互 独立 且 都 均匀 的 微小 , 那么 它们 的 合 或 分 布 仍然 近似 正 态 分 布 ， 
并 以 正 态 分 布 为 极限 。 因 此 , 正 态 分 布 是 随机 误差 的 主要 概率 分 布 。 


(三 ) 服从 正 态 分 布 随机 误差 的 特征 

对 上 述 测量 实例 的 各 种 数据 进行 具体 的 分 析 , 便 可 归纳 出 随机 误差 有 
下 述 四 个 特性 。 

1. 有 界 性 


从 表 2-1 所 列 数据 可 知 ， 在 150 个 测量 误差 中 , 最 大 负 误 差 为 名 = 
一 0. 06s， 最 大 正 误差 为 8 =0.07s， 所 有 测量 误差 均 满足 下 列 不 等 式 
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天 -一 一 


—0. 06<8, = x, — TS0.07 GQ=1,2, .+, 150) 
上 式 给 出 了 缸 的 150 次 测量 中 随机 误差 的 界限 。 这 说 明 在 有 限 次 测量 中 ， 
随机 误差 总 是 有 界限 的 , 不 可 能 出 现 无 限 大 的 随机 误差 。 据 此 , 可 归纳 为 
随机 误差 的 第 一 特性 一 一 有 界 性 ,， 即 在 一 定 测量 条 件 下 的 有 限 次 测量 结果 
中 ， 随 机 误差 的 绝对 值 不 会 超过 某 一 界限 ， 
对 于 上 述 摆 的 局 期 测量 一 例 , 其 150 个 测量 误差 的 绝对 值 有 下 列 界限 ， 
即 


[8,10.07s 《一 1，2，…，150) 

这 样 ， 在 测量 时 ,由 于 不 知 被 测量 的 真 值 ， 而 往往 不 能 确切 地 获得 测量 误差 
的 符 导 和 绝对 值 。 但是， 随机 误差 的 有 界 性 告诉 我 们 ， 可 以 设法 应 用 统一 
的 、 科 学 的 分 析 和 试验 , 合理 地 估计 出 随机 误差 绝对 伪 的 界限 。 以 此 界限 
来 衡量 测量 的 准确 度 , 并 用 以 比较 不 同 的 测量 方法 。 

例如 , 当 已 知 某 测量 结果 zx 的 随机 误差 界限 为 A， 即 有 

34 
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这 样 , 经 过 测量 后 , 虽然 未 能 获得 真 什 X,, 但 是 , 二 以 断定 真 什 和 济 
量 结 果 之 差 的 绝对 值 一 般 不 会 超过 误差 界限 4。 而 且 对 同一 被 测量 的 两 个 
测量 结果 zi 和 z， 已 知 它们 的 误差 界 眼 分 别 为 & 和 A:， 且 Ai <A:， 这样 
便 可 断定 , 第 一 次 测量 的 准确 度 高 于 第 二 次 。 

2， 对 称 性 


从 表 2-1 所 列 数 据 可 见 ， 在 摆 的 周期 了 的 150 次 测量 中 发 生 正 误差 的 
次 数 为 65 次 , 发 生 负 误差 的 次 数 为 61 次 。 现 将 绝对 值 相同 的 正 负 误差 出 
现 的 分 布 情况 列 于 表 2-3。 


囊 3-3 
忽 对 误 营 人 | 十 出 现 次 数 一 出现 次 数 
0.01 17 20 
0. 02 | 12 14 
0.03 12 11 
0. 04 | 10 6 
0.05 8 6 
0.08 | 4 下 4 
人 07 2 0 
> | 全 | 61 


由 表 2-3 可 见 , 在 押 的 周期 荆 的 150 次 测量 中 , 不 仅 正 误 差 和 负 误 差 
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出 现 的 次 数 大 致 相同 ,而 且 误 莽 弧 对 值 相同 的 正 误差 和 负 误 益 出 现 的 次 数 
也 大 致 相等 , 表现 出 随机 误差 的 对 称 人 性 。 实 中 证 明 , 继续 增加 测量 次 数 , 正 
负 误 差 出 现 的 次 数 将 更 加 接近 ,随机 误差 的 对 称 性 就 更 加 明显 。 

据 此 , 归纳 为 随机 误差 的 第 二 特性 一 一 对 称 性 ， 即 在 一 定 测量 条 件 下 
的 有 限 次 测 基 结果 , 其 绝对 值 相 等 的 正 误差 与 负 误 差 出 现 的 次 数 大 致 相等。 

测量 实践 表明 , 绝 大 多 数 的 随机 误差 具有 对 称 性 , 并且 在 造成 随机 误 
差 的 众多 因素 中 ,如 不 存在 对 测量 结果 产生 明显 影响 的 因素 ,， 则 对 测量 结 
果 的 综合 影响 仍然 具有 对 称 性 。 因 此 ， 对 称 性 是 随机 误差 普遍 的 特性 之 一 ， 
但 有 是, 有些 因素 所 造成 的 随机 误 盖 ,并 不 具有 对 称 性 或 明显 的 对 称 性 。 

3. 抵偿 性 

由 随机 误差 的 对 称 性 知 ,， 在 有 了 眼 次 测量 中 , 绝对 值 相 同 的 正 负 误 差 出 
现 的 次 数 大 致 相同 。 因 此 , 取 这 些 误 兰 的 算术 平均 值 时 , 绝对 值 相同 的 正 
负 误 差 产 生 相互 抵消 现象 , 从 而 导致 了 随机 误差 的 第 二 个 特性 -一 … 报 偿 性 ， 

随机 误差 的 抵偿 性 是 指 在 一 定 测量 条 件 下 , 对 同一 被 测量 进行 多 次 测 
量 , 随机 误差 的 算术 平均 值 随 着 测量 次 数 的 无 限 增 加 而 趋 于 零 。 即 成 立 下 
列 等 式 : 


lim D3 = (2-2) 
随机 误差 抵偿 性 ， 可 从 测 基 摆 周 期 的 实例 中 得 到 说 明 。 从 表 2-1 知 


1=1 


= 0. 0024 
实践 证 明 ， 当 测量 次 数 N 足够 多 时 ， 上 式 中 随机 误差 的 平均 值 将 充分 
小 ， 即 有 


随机 误差 的 抵偿 性 ,表明 随机 误差 的 平均 值 随 着 测量 次 数 的 增加 而 赵 
于 零 。 对 此 很 容易 联想 到 测量 结果 的 平均 值 随 着 测量 次 数 的 增加 而 趋 于 真 
值 , 这 便 是 算术 平均 值 原理 ， 将 在 以 后 的 叙述 中 给 以 分 析 。 

4. 单 峰 性 

将 表 2-1 所 列 数据 稍 加 整理 后 , 可 获得 表 2-4 所 列 的 误差 在 不 同 区 间 
内 出 现 的 次 数 。 


要 
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二 一 


表 2-4 
误差 区 间 误差 出 现 次 数 


一 由 07 .05 10 


一 让 的 一 一 和 (3 17 


一 中. 和 一 一 人 0] 34 


—0.01~0.01 41 


和 -01 一 .03 24 


0 03~~0,. 05 18 


0, 0 7 6 


从 表 2-4 所 列 数据 可 知 , 误 差 绝对 值 越 小 出 现 的 次 数 越 多 ,例如 , 在 
间隔 为 0. 02 的 误差 区 间 ( 一 0. 07, 一 0.05) 内 , 误差 出 现 了 10 次; 对 同样 区 
间 间 隔 的 但 绝对 值 较 小 的 误差 区 间 ( 一 0.01, 0.01) 肉 , 误差 出 现 了 41 次 ， 
形成 了 峰值 。 

据 此 ,归纳 为 随机 误差 的 第 四 特性 一 一 单 峰 性 ， 即 绝对 值 小 的 误差 出 
现 的 次 数 多 于 绝对 值 大 的 误差 出 现 的 次 数 。 

单 峰 性 表明 随机 误差 不 会 等 于 零 , 它 总 是 在 零 的 附近 随机 的 波动 ， 且 
这 种 波动 时 大 时 小 , 但 是 小 的 波动 要 多 于 大 的 波动 。 济 量 实践 表明 ， 匈 大 
多 数 的 随机 误差 以 及 产生 随机 误差 各 因素 的 综合 影响 , 均 具 有 单 峰 性 。 但 
是 ,也 还 有 些 因素 造成 的 随机 误差 , 不 具有 这 个 特性 ， 如 数字 收 约 引起 的 误 


(四) 正 态 分 布 的 概率 计算 


关于 误差 的 概率 计算 有 下 述 几 个 有 闫 的 基本 概念 。 

定义 : 设 单 次 测量 的 标准 偏差 为 a, 对 常数 扩 ， 称 区 间 [ 一 Ko, Ke] 为 误 
差 的 置信 区 间 ; 称 误 差 落 在 区 间 [ 一 Ka, Ke] 以 外 的 概率 为 显著 度 , 也 称 是 
落 性 水 平 , 用 a 表示 , 即 


a=p(|3|> Ko) 
称 概率 p 二 1 一 a 一 pt]8| 拟 Ko) 为 置信 和 度 , 也 称 置 信 概 率 。 它 表示 误差 8 莫 
在 区 间 [ 一 Ko,Koj] 内 的 概率 。 
关于 随机 误差 服从 正 态 分 布 的 概率 计算 有 下 述 重 要 定理 ; 
定理 : 误差 服从 正 态 分 布 , 则 对 于 任意 的 区 间 f 一 4，4], 误差 落 在 该 区 
问 内 的 概率 为 


pl] | 过 四 一 28 (全 ) (2-3) 


式 中 : o 一 一 标准 偏差 ; 
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一 上 uw Y ' 
20= 志 |。 du 拉 普 拉 斯 函数 ,其 数值 见 附 表 1 。 


【 例 2-1】 已 知 随机 误差 服从 正 态 分 布 , 求 误差 3 落 在 区 间 [-c, oj 内 的 
概率 p(t 168| 志 9)。 
解 ， 由 式 (2-3) 知 ; 


p80)=20( 4 )=28(1) 


由 附 表 1 得 (1) 一 0. 341 3, 由 此 得 ， 
ps) 一 2X0.341 3 一 0.682 6 
此 例 说 明 随 机 误差 服从 正 态 分 布 , 且 标 准 偏差 为 e, 那么 在 该 测量 条 件 
下 ,进行 100 次 测量 ， 可 能 有 68 次 的 随机 误差 落 在 区 间 [ 一 +, oj] 内。 
【 例 2-2】 已 知 随机 误差 服从 正 态 分布 , 求 5 落 在 [一 3s，3c] 内 的 概率 
plld| 3g) 。 
解 ; 由 式 上 人 2-3) 和 附 表 1 知 ， 


pC 6 1 30) = 22() 
— 26(3) 
— 2 x 0.498 65 
= 0. 997 3 
以 上 两 例 是 已 知 误差 分 布 , 计算 误差 落 在 某 个 区 间 内 的 概率 ,反之 ， 
确定 概率 后 , 同样 能 计算 与 之 对 应 的 误差 区 间 。 
【 例 2-3】 已 知 随机 误差 服从 正 态 分 布 , 设 概率 p 二 0.95, 求 与 之 对 应 
的 误差 区 间 。 
解 : 由 题 意 儿 式 (2-3) 知 ， 
pl16|<A) =28 (a 


可 


)=°. 95 


所 以 oS)=2 2 一 0.475 


查 附 表 1 得 
t 1.95 2, 的 
By | 04744 | 0.4772 
应 用 内 播 法 计算 B(#) 一 0.475 的 t 值 , 即 
a 


ti 一 一 


好 


2. 的 一 1.95 


1110 47 


X 0 475 一 0 474 4» 
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四 0, 05 
=1.9 + os X00006 


a 1. 96 
所 以 ; 和 A 一 1.96c， 即 对 应 概率 pz 二 0.95 的 误差 区 间 为 [一 1, 96o， 
1. 960 |]。 
误差 落 在 某 区 间 的 概率 ， 从 几何 意义 上 讲 等 于 面积 。 因 此 , 例 2-1, 人 鲍 
2-3 各 信 2-2 中 的 概率 pp， 可 如 图 2-6 中 的 (a),(b) 和 (c) 表 示 之 。 


A) 


-1960 0 
th) 


1960 5 


图 26 
随机 误差 服从 正 态 分 布 的 概率 除 用 上 述 的 拉 普 拉 斯 函数 计算 外 , 还 可 
应 用 标准 正 态 分 布 函数 表达 ， 即 
pl SKo) =28{K) ~!1 
式 中 ; 一 一 系数 , 称 为 置信 因子 ( 正 态 分 布 ); 


标准 正 态 分 布 函数 ， 其 函数 值 已 编排 成 表 , 可 在 


1 fr: 本 
(2) 二 一 一 | e Tdw 
/DT -om 


nT 


有 闫 的 专著 中 查阅 ， 
二 、 非 正 态 分 布 
测量 的 实践 表明 ，, 在 我 们 届 到 的 众多 随机 误差 中 , 大 都 服从 正 态 分 布 ， 
但 也 还 存在 非 正 态 分 布 的 随机 误差 。 
1， 均匀 分 布 


均匀 分 布 的 基本 特征 是 随机 误差 在 其 界限 内 ,出现 的 概率 处 处 和 等 ， 
因此 , 均匀 分 布 又 称 等 概率 分 布 。 其 概率 密度 函数 为 


1 
ER 当 |8| 扎 a 
(6) = «2a (2-4) 
7 | 当 |8| > 


它 的 函数 图 形 如 图 2-? 所 示 。 由 图 可 见 ， 均 匀 分 布 的 函数 图 形 为 矩形 。 因 
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此 , 又 称 其 为 矩形 分 布 。 


图 2-7 
它 的 数学 期 望 为 E(6)= 0 
它 的 方差 为 += 
因此 , 它 的 标准 偏差 为 
一 和 (2-5) 
"5 
均 句 分布 的 误差 限 为 
a = Yo (2-6) 
由 概率 密度 西数 性 质 ,可 得 误差 落 在 区 间 [& ,5 ] 内 的 概率 为 
pi HCN) — Ti (2-7) 


除 会 人 误差 外 , 某 些 仪器 度 盘 刻 线 误 盖 所 引起 的 角度 测量 误差 , 眼睛 
引起 的 呀 准 误差 ,计数 式 仪器 在 土 ] 个 单位 内 不 能 分 辨 而 引起 的 所 谓 量 化 
误差 等 均 服 从 均匀 分 布 。 


【 例 2-4】 已 知 测量 人 员 的 眼睛 睛 准 误 盖 服从 均匀 分 布 , 求 测量 人 员 瞄 
准 误差 落 在 区 间 [ 一 o, oj 内 的 概率 ， 


解 : 帕 式 (2-7) 与 式 (2-6) 知 , 鄙 准 误差 落 在 区 间 [ 一 ge, oJ 内 的 概率 为 
p01 < 


2. 生 角 分 布 


由 概率 论 可 知 ,两 个 服从 相等 的 均匀 分 布 的 相互 独立 的 随机 变量 之 和 ， 
仍 为 随机 变量 , 且 服 从 三 角 分 布 。 例 如 , 在 数字 化 测量 中 , 长 度量 值 往往 由 


- 
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4 ~ -一 
商 次 测量 之 差 求 得 , 激光 干涉 仪 测 量 基 块 ， 光 电光 波 比 长 仪 测 蔓 刻 线 扩 等 
均 属 此 种 情况 。 此 时 ,两 个 量化 误差 之 差 ( 或 和 ) 服 从 三 钊 分 布 。 


三 角 分 布 的 概率 密度 函数 为 
| 当 一 a 扩 6<0 
fA(6) 一 《2-8) 
< 当 0 < Ha 


位 


其 函数 图 形 如 图 2-8 所 示 。 


数学 期 望 为 
E(8) = 0 (2-9) 
它 的 方差 为 
吧 一 和 (2-10) 
因此 , 它 的 标准 篇 差 为 
二 上 _ 
o 在 {2-11} 
由 此 得 三 角 分 布 的 误差 限 为 
a = Yo (2-12) 
对 任意 的 |z| 志 a 误差 限 ), 则 误差 落 在 区 间 [ 一 zx. zx] 内 的 概率 由 下 式 确 定 : 
pt|8 1) = 去 (2ar ~ zi) (2-13) 
U6) 


-可 0 +a 


图 2-8 
【 合 2-5】 已 知 误差 服从 三 角 分 布 , 求 误差 落 在 区 间 [ 一 a, oj 内 的 概率 ， 
解 ; 由 式 (2-13) 与 式 (2-12) 可 得 : 


p(| 8 | oo) = (2a0 一 四) 


= (2xv6s 7) 


60: 
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~ 9 
2v6 一 1 
6 

xz 0. 65 
昌 图 2-8 知 , 服从 三 角 分 布 的 随机 演 盖 必然 有 界 。 即 | 所 a, 月 小 误 
差 比 大 误 善 出 现 的 概率 大 ; 绝对 值 相等 的 正 负 误 差 出 现 的 概率 相等 。 三 角 
分 布 的 这 些 特征 和 正 态 分 布 相 似 ， 所 不同 的 是 它 的 密度 函数 图 形 上 由 直线 组 
成 , 是 线性 变化 。 由 概率 论 可 知 ， 两 个 服从 三 角 分 布 的 相互 独立 的 随机 变 
晤 之 和 接近 正 访 分 布 。 均 匀 分 布 、 三 角 分 布 和 正 态 分 布 三 者 之 间 的 关系 ， 
可 用 图 2-9 概略 表示 如 下 。 


TCD 个 
人 + 人 -个 


一 一 


十 


3， 反 正 蔚 分 布 

在 无 线 电 计量 中 , 微波 信号 在 传输 过 程 中 由 于 失 配 要 引起 信号 反射 
这 种 反射 最 终 可 表达 成 相位 的 正弦 或 余弦 冰 数 ecosg， 其 中 作为 反射 系数 
大 确定 的 量 值 。 在 长 度 计量 中 ， 测 角 仪 度 盘 的 侦 心 引起 角度 测量 误差 表示 
为 esing， 其 中 e 是 度 盘 的 偏心 量 , % 表示 度 盘 转 过 角度 。 

对 这 类 能 表示 成 正弦 或 余弦 函数 的 随机 误差 , 可 以 证 明 , 车 #8 在 区 间 
(0，2x) 上 服从 均 旬 分布, 即 区 有 概率 密度 : 


1 
no- ll 


0 | > 
(如 图 2-10 所 示 )， 则 对 于 任意 常数 e， 新 随机 变量 : 
%i 一 esing 或 Y=ecosg 
服从 反正 束 分 布 。 它 的 概率 密度 为 


1 
一 天 一 一 全 
人 dl<e (2-14) 
0 


18| 宕 e 
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反正 莹 分 布 的 图 形 如 图 2-11 所 示 。 对 于 反正 弦 分 布 ， 
数学 期 望 为 


E68)=0 (2-15) 
方差 为 
ee - 
二 人 (2-16) 
标准 偏差 为 
ee 
二 一 (2-17) 
本 
误差 限 为 
e = 20 《2-18) 
误差 落 在 区 间 [L6; ; 8, ] 内 的 概率 为 
p(t6 过) 一 一 ! 1 (arcsin TS — arcsin 3) (2-19) 
下 
RE) 


Fs) 


EG 


1 
1 
1 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
! 
了 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
站 


0 


图 2-10 图 2-11 


【全 2-6 了 求 服从 反正 弦 分 布 的 随机 误差 落 在 区 间 [ 一 s, oj 内 的 概率 。 
解 : 由 式 (2-19) 和 式 (2-18) 知 : 
六 (8| 委 四 一 站 ( 一 r 委 所 0) 


一 1 (arcsm 工 一 arcsin 好] 
™ 


y2a v2o 
1 
-下 
= 0.3 
由 式 (2-14) 和 图 2-11 可 知 , 反正 弦 分布 仍 具备 有 和 界 性 、 抵 偿 人 性 、 对 称 


性 和 单 峰 人 狂 。 但 是 ， 反 正弦 分 布 的 " 峰 ? 形 呈 凹 型 ， 此 时 大 误差 出 现 的 概率 
要 比 小 误差 出 现 的 概率 大 。 这 一 点 与 正 态 分 布 的 情况 不 同 。 
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4, 和 她 分 布 
设 随 机 变量 不 ，X ，…，X, 相互 独立 ， 且 都 服从 标准 正 态 分 布 N00， 
1), 则 靖 机 变量 
姑 王 着 十 三 十 和 十 和 (2-20) 
的 概率 密度 为 
1 


三 
和 


zie 3 
x 
f(z) = 1427( 闻 ) (2-21) 


0 工 之 侨 
我 们 称 随机 变量 * 服从 自由 度 y 的 x? 分 布 , 记 作 ?~~ 六 (vv), 这 里 的 自由 
度 v 不 妨 理 解 为 独立 随机 变量 的 个 数 。 图 2-12 给 出 了 自由 度 y=1, y 二 2， 
及 "一 6 时 分 布 的 分 布 曲线 。 


0 2 4 6 $10 12 14 x 


图 2-12 

XX 分 布 的 主要 特征 量 为 
下 一 y {2-22) 
f=2y (2-23) 
5 一 2 (2-24) 


由 图 2-12 的 三 条 曲线 可 看 出 ， 当 y 逐渐 增 大 时 ， 则 线 逐 渐 接近 对 称 。 
可 以 证 大 ， 当 充分 大 时 , x* 曲线 趋 近 正 态 分 布 曲线 。 

在 最 小 二 乘法 原理 中 槛 应 用 x* 分 布 的 概念 ， 此 外 , 它 也 是 + 分布 和 芽 
分 布 的 基础 。 

5. 【分布 

设 随 机 变量 X 与 了 相互 独立 ，X 服从 标准 正 态 分 布 N(0，1), 了 服从 


51 
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52 中 
自由 度 为 ， 的 x? 分 布 , 则 随机 变量 
:= (2-25) 
VY 
的 概率 密度 为 
| 
rf 2 ， 中 
flr) = (3 ja (2-26) 
VT 这) 


我 们 称 随机 变量 : 服从 自由 度 为 ， 的 上 分布 , 记 作 t~1(y)。 分 布 曲 线 如 图 
2-13。 


A 


0 于 


图 2-13 


K=O (2-27) 


中 一 一 (2-28) 


5 一 ,| 一 vy>2 (2-29) 
YY 一 2 


可 以 证 明 ， 当 自由 度 较 小 时 ，: 分 布 与 正 态 分 布 有 明显 区 出 , 但 当 自 由 
度 ,一 se 时 ,上 分 布 曲线 趋 于 正 态 分 布 曲线 。 而 事实 上 ， 当 >>30 时 ， 它们 的 
分 布 曲 线 就 几乎 是 相同 的 了 。 

+ 分 布 是 一 种 重要 分 布 ， 当 测量 列 的 测量 次 数 较 少 时 ， 其 误差 分 布 通 党 
认为 服从 z 分 布 。 因 此 + 分 布 在 测量 不 确定 度 的 评定 中 占有 重要 地 位 。 

56， 分 布 

设 随 机 变量 怀 与 也 相互 独立 ， 分 别 服 从 自由 度 为 与 w 的 y? 分 布 ， 
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则 随机 变量 
KX/ , 
F= 7 (2-30) 
的 概率 密度 为 
十 >? 
If em 
| 2 ) Wl yi? 3 | 一 区 之 0 
)》 = n/p/ 本 2-31 
flx r( 委 jr( 滞 ) 《wx 十 地) (2-31) 
0 这 0 


我 们 称 随机 变量 下 服从 自由 度 为 (n,mw) 的 下 分 布 , 记 作 上 一 Fn， 
点 )。 其 分 布 曲线 如 图 2-14。 


图 2-14 


下 分 布 的 主要 分 布 特 征 基 为 


p= (>2) (2-32) 


一 2 十 全 — 2) 
hp — 2): (yo — 4) 


_ ff di tw —2) 
5 二 ts a a tw > 4) (2-34} 
下 分 布 也 是 一 种 重要 的 分 布 , 它 在 统计 检验 中 经 常 应 用 , 在 回归 方程 的 显 
著 性 检验 中 也 是 应 用 下 分 布 的 原理 。 


Cy > 4) (2-33) 


一 一 一 
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一 、 算 术 平 均值 原理 


对 某 一 量 进 行 一 系列 等 精度 测量 , 由 于 存在 随机 误差 其 测 得 值 尼 不 
相同 ,应 以 全 部 测 得 值 的 算术 平均 值 作为 最 后 测量 结果 。 

在 系列 浏 量 中 , 被 测量 的 个 测 得 值 的 代数 和 除 以 a 而 得 到 的 值 称 为 
算术 平均 值 ， 

没 zs， …， zx, 为 n 次 测量 所 得 的 值 , 则 算术 平均 值 为 


i= (2-35) 


算术 平均 值 与 被 测量 的 真 值 最 为 接近 , 由 概率 论 的 大 数 定律 可 知 , 着 测量 
次 数 无 限 增加 , 则 算术 平均 值 蔗 必然 趋 近 于 真 值 Xu 。 


由 误差 的 定义 可 知 
合十 间 十 十 态 二 《ni 十 二 十 二 x) 一 2 (2-36) 
D8 一 (2-37) 
7 上】 1 三 ] 
Dx 8 
Xi = 二 一 二 (2-38) 
秽 


根据 正 态 分 布 随机 误差 的 抵偿 性 可 知 ， 
了 
当 mec 时 ， 有 一 >0， 所 以 


Dx 
T= X， {2-39) 
n 


由 此 可 见 , 如 果 能 够 对 菜 一 量 进行 无 限 多 次 测量 , 就 可 得 到 不 受 误差 
影响 的 测量 值 ， 或 其 影响 甚 微 , 可 予 忽略 。 这 就 是 当 济 量 次 数 无 限 增 大 时 ， 
算术 平均 值 (数学 上 称 之 为 最 大 或 然 值 ) 被 认为 是 最 接近 于 真 值 的 理论 依 
据 。 和 由 于 实际 上 都 是 有 限 次 测量 , 我 们 只 能 把 算术 平均 值 近 似 地 作为 被 测 
景 的 真 值 。 


二 、 残余 误差 
由 于 真 值 具有 不 可 知性 ,导致 误差 不 能 准确 求 出 。 由 算术 平均 值 原理 
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可 知 , 算术 平均 值 是 真 值 的 最 佳 估计 值 ， 用 算术 平均 值 代 蔡 真 值 计 算得 到 
的 误差 称 为 残余 误差 。 
在 规定 测量 条 件 下 ,同一 被 测量 的 测量 列 x, ,xr;，… ,x 有 算术 平均 值 : 
人 (2-40) 
则 称 
二 一 (2-41) 
为 残余 误 着。 残余 误差 可 求 ， 式 (2-41) 叉 称 实用 误差 公式 ， 兢 余 误差 具有 
两 个 重要 特性 。 
1. 残余 误 差 具 有 低 偿 性 一 一 戏 杂 误差 代数 和 等 于 零 
设 ,ww，…， ,为 测量 列 工 ， x，…，z, 的 残余 误差 列 ， 则 
可 十 如 十 开 十 如 二 0 (2-42) 
证 明 : 由 残余 误差 定义 知 
名 十 外 十 和 十 一 (十 do 十 委 十 -二 ) 一 2 二 0 
残余 误差 的 抵偿 性 在 误差 理论 研究 土 有 着 重要 作用 ,同时 还 可 用 来 检 
验 残余 误差 或 算术 平均 值 的 计算 是 否 正确 。 如 果 一 组 残余 误差 羡 w ==0， 说 
明 它 们 的 计算 过 程 无 误 ， 和 否则 便 是 计算 过 程 有 错 。 
【 例 2-7】 现 有 残余 误差 列 ; vw 一 十 1.4, 权 一 十 1.6， 如 二 十 2.5,， vi 二 
一 3.2,w 二 一 2. 6 ,0 一 一 2.4,w 一 十 .7。 问 此 列 残余 误差 的 计算 是否 正确 。 
解 : 如 十 碍 十 十; 
一 1.4 十 1, 6 十 2. 5 一 3. 2 一 2. 6 一 2, 4 十 2.7 
=0 
因此 , 根据 式 (2-42) 残 余 误 善 列 计算 正确 ， 
在 计算 算术 平均 值 开 时 , 会 遇 到 除 不 尽 需 截取 多 余 位 数 而 产生 售 人 误 
差 的 情况 ,此 时 


r= LD a+H (2-43) 
式 中 ; 有 一 一 x 的 会 人 项 。 
由 式 (2-40) 和 式 (2-43) 得 


>》 也 一 Dz, 一 工 ) 
1=1 


r=l 


天 
一 >》 一 二 
el 
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56 
一 > 一 天 2 n= —#H 
将 式 (1-10) 代 人 上 式 使 得 
[94|=I-H =alHign: (2-44) 
1 一 ] 


综 上 所 述 ， 当 算术 平均 值 x 在 计算 中 不 存在 舍 人 误差 时 ， 式 (2-42) 可 
用 于 检验 了 及 计算 的 正确 性 。 当 z 会 有 舍 人 误差 时 ， 此 时 残余 误差 就 满 
足 式 (2-44)， 否 则 , zx 或 的 计算 有 误 。 

ff 例 2-8】 已 知 测量 列 x 二 1.35, zs 一].39, zi 二 1.36, x 二 1.32， 
zs 一 1,35, zi 一 1,38, x; 一 1, 34, zs 一 1. 34。 求 它们 的 残余 误差 。 

解 : 先 计算 测量 值 的 算术 平均 值 ， 

1 十 2 十 十 Zr 


花 


XX {1,35 十 1.39 十 1,36 十 1, 32 十 1.35 十 1, 38 十 1], 34 十 1, 34) 
0. 83 

8 

= 1.353 75 

x ]. 354 

计算 残余 误差 v. 二 zx, 一 工 : 

一 0. 004 zw 二 十 0. 036 于 十 9. 006 w= —0.034 
vs 二 —0.004 ws 三 十 0. 026 v= —0.014 中 一 一 0.014 


此 时 


民 


J =0.02 < Ex10* = 0.004 
b> 2 
i=1 


由 式 (2-44) 知 , 五 和 ww, 的 计算 无 误 。 
2. 残余 误 赣 平方 和 为 最 小 
设 田 tw， 为 测量 列 工 ，z，…，z 的 残余 误差 列 ， 则 
本 十 如 十 十 记 二 最 小 (2-45) 
证 明 略 {可 参见 第 8 章 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 )。 
残余 误 善 章 方 和 为 最 小 构成 了 最 小 二 乘 原理 的 理论 依据 ,也 是 组 合 削 
量 、 曲 钱 拆 合 的 理论 基础 。 
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对 真 值 为 Xo。 的 被 测量 , 在 一 定 的 条 件 下 进行 次 重复 浏 量 得 x 个 测量 
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结果 x，xs，"…，xs。 由 于 随机 误差 的 存在 , 致使 诸 测 基 结 果 zx, 不 尽 相等 ， 
测量 结果 越 分 散 , 说 明 随 机 误差 越 大 , 测量 结果 越 集中 ,说明 随 机 误差 越 
小 。 显然 , 这 种 分 散 性 来 源 于 测量 过 程 。 当 测量 装置 、 测 量 方法 、 测 量 环境 
和 测量 人 员 确 定 以 后 , 测量 结果 的 分 散 性 也 随 之 确定 。 上 述 因 素 的 改变 ， 
也 必然 导致 分 散 性 的 改变 。 这 些 只 是 定性 的 分 析 , 关键 是 选择 一 个 衡量 测 
量 的 分 散 性 , 评定 随机 误差 的 定量 指标 。 在 第 二 节 里 , 我们 已 知道 正 态 分 
布 的 标准 偏差 ;决定 了 正 态 分 布 曲 线 的 形状 , 它 的 数值 大 小 决定 了 误差 分 
布 的 分 散 与 集中 。 因 此 , 标准 偏差 可 作为 衡 蝇 随机 误差 分 散 性 的 指标 ， 


一 、 单 次 测量 的 标准 偏差 
定理 ; 间 一 被 测量 , 在 相同 条 件 下 , 测量 列 x,Cx 二 1, 2,…，, n) 中 单 次 


测量 的 标准 偏差 (也 称 单 次 测量 的 标准 不 确定 度 ) 是 表征 同一 被 测量 值 次 
测量 所 得 结果 的 分 散 性 的 参数 ， 并 按 下 式 计算 。 


Sr 一 
¢ =,| 一 ,| 它 : (2-46) 
n Rn 


式 中 :nn 测量 次 数 ( 充 分 大 ); 

6 一 一 测量 结果 z, 的 随机 误差 。 

式 (2-46? 即 为 正 态 分 布 函数 式 (2-1) 中 标准 偏差 的 含义 。 

【 例 2-9】 已 知 被 测 轴 的 直径 约定 真 值 X= 二 (40 十 0. 003 5)mm。 用 量 
块 作 标准 ,在 立 式 光学 计 上 重复 测量 260 次 , 并 用 z, 表示 第 : 种 测量 结果 
(单位 ; pm) 。 表示 x, 出现 的 个 数 。 有 关 数 据 列 于 下 表 , 求 单 次 测量 的 标 
淮 偏差 ， 


10 


—0,.4| 二 0.2| 二 +0.5| 一 0.3 
0.01 40.18 |0,16 |0,04 0.09 


二 [X04 0 XT0 0 XD+0.25x3+ 


0.00X50 二 .01xX 竺 十 0.16 久 入 十 0.16XX10 十 0.04x9 十 
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58 
1 


0.25 X10.09 X22) | 


-[ 驴 和] 
2 0. 2tpm) 
由 式 (2-46) 确 定 的 单 次 测量 标准 偏差 * 是 指 在 该 测量 条 件 下 ,对 被 测 
量 进 行 任何 一 次 测量 其 标准 偏差 均 为 a。 在 统计 意义 上 , 不 仅 例 2-9 中 260 
次 重复 测量 的 任何 一 次 的 标准 偏差 为 二 0. 2pm, 且 在 此 测量 条 件 下 ， 对 该 
被 测量 再 进行 一 次 测量 ， 也 认为 其 标准 偏差 c 一 0. 2pm 。 
【 例 2-10】 对 上 例 的 轴 ,， 用 千分尺 测量 260 次 , 测量 的 有 关 数 据 列 于 
下 表 , 求 单 次 测量 的 标准 偏差 。 


LL ee 


= [ 击 信 25X76 十 22X59 十 6.2X42 十 12X35 十 


20X26 十 30X17 十 42X5) | 


= [8] 
2 3pm 
从 上 述 二 例 可 见 , 同一 被 测量 在 不 向 的 测量 条 件 下 测量 时 ,其 单 次 测 
量 的 标准 偏差 不 同 。 标 准 偏差 小 说 明 测 量 结果 的 分 散 性 小 , 亦 即 测量 的 随 
机 误差 分 散 性 小 , 此 测量 有 较 高 的 精度 ; 反之 , 标准 偏差 大 说 明 测 量 结果 的 
分 获 性 大 , 测量 的 随机 误差 分 散 ,测量 的 精度 低 。 
定义 ; 标准 偏差 相等 的 测量 称 为 等 精度 浏 量 。 
对 于 在 相同 测量 条 件 下 所 作 的 重复 测量 均 为 等 精度 测量 。 对 同一 被 测 
其 用 不 同 的 仪器 进行 测量 , 或 在 不 局 的 环境 中 进行 测量 ， 或 用 不 同 的 方法 
进行 测量 ， 此 时 测量 条 件 不 同 ,所 得 测量 结果 的 标准 偏差 不 等 。 因 此 ,这些 
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测量 属 不 等 精度 测量 。 

二 、 标准 偏差 的 基本 估计 一 一 贝 赛 尔 公式 

在 应 用 式 (2-46) 计 算 标准 偏差 时 , 必须 事先 知道 被 浏 量 的 真 值 。 而 真 
值 往 往 是 未 知 的 , 使 标准 偏差 s 理 沦 上 不 可 求 。 内 此, 需 寻 求 6 的 估计 量 ， 

由 算术 平均 什 原 理 可 知 , 算术 平均 值 是 真 值 的 最 佳 居 计 值 ， 用 算术 平 
均 信 代替 真 值 , 用 残余 误差 w 代替 真 误差 86,, 求 出 标准 偏差 的 佑 计 值 是 解 
决 计 算 标准 偏差 e 的 一 条 途径 。 

1， 贝 塞 尔 公 式 

定理 ; 对 同一 被 测量 ,在 相同 测量 条 件 下 ,进行 有 限 次 测量 得 测量 列 
2 一 2， 2， 则 单 次 测量 标准 偏差 的 估计 值 为 


(2-47) 


证 明 : 设 被 测量 的 真 什 为 ko, 由 测量 值 2 nn) 得 算术 平均 值 ，; 
= 十 To 十 十 x ) .in 
以 及 测量 的 随机 误差 : 
全 二 一 其 
二 一 了 十 一 六， (2-48) 
十 让 一 六 
由 绝对 误差 的 定义 知 , 算术 平均 值 的 绝对 误差 应 为 
人 ;7 一 三 一 和 
将 上 式 代入 式 (2-48) 得 
= =, 2, ,1) 


由 此 得 联 立 式 ; 
命 一 切 十 今 ; 
外 一 各 十 人 7 《2-49》 
一 Dn 十 站 7 
将 联 立 式 (2-49) 各 式 相 加 ， 并 由 式 (2-42) 得 
了 > 一 Dw ndi= nd (2-50) 


二 1 :=1 
将 式 (2 50) 两边 平方 , 共 整 理 后 得 


总 一 一 (2-51) 
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ee 


由 多 项 式 定理 知 
[> 一 ye +2980, (2-52) 
由 随机 误差 的 对 称 性 知 ， 当 nn 充分 天时, 可 认为 
188,=0 
[ 式 代 入 式 (2-52) 得 
(> - Ye (2-53) 
式 (2-53) 代 入 趟 (2-51) 得 
> 
二 (2-54) 
ni 
再 将 联 立 式 (2-49) 两 边 平方 后 相 加 ,得 
Ve = 二 (2-55) 
式 (2-54#) 代 入 式 (2-55), 整理 后 得 
3 Dw 
人 一 ni 


上 式 两 边 开 方 ， 并 由 式 (2-46) 得 


(2-56) 


贝 塞 尔 公式 给 出 了 有 限 次 重复 测量 , 单 次 测量 的 标准 偏差 (估计 量 )。 有 时 
为 了 区 别 于 定义 的 标准 偏差 , 将 由 贝 塞 尔 公式 计算 得 到 的 标准 偏差 估计 量 
用 :表示 。 其 中 x 一 1 称 为 自由 度 。 

从 式 (2-47) 可 见 ， 用 贝 塞 尔 公式 计算 标准 偏差 时 ， 当 测量 次 数 na 二 1， 


则 公式 成 了 不 定型 无 法 计算 。 因 此 , 在 应 用 贝 塞 尔 公式 时 ， 测 量 次 数 必须 


满足 x 衬 2。 
【 例 2-11】 用 千分尺 测量 某 尺寸 9 次 , 数据 如 下 表 所 列 ( 单 位 ; mm)， 
求 其 算术 平均 值 和 单 次 测量 标准 偏差 ， 


"Tr rT 
20. 636 | 20. 638 | 20. 632 | 20. 632 | 20, 634 | 20. 635 | 20.633 | 20. 636 


解 : 注意 到 zx, 之 间 只 是 末 位 不 相同 , 因此 ，, 在 求 平 均值 时 , 只 须 求 它们 
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末 丛 的 平均 值 ， 即 
1s 


= 20, 630 十 言 X (0 009 十 0,006 十 0.0083 十 9. 002 十 人 0. 002 十 


0.004 十 0,005 十 0.003 十 0 006) 


= 20, 630++ 训 XX 0.045 


= 20.630 + 0.005 
= 20,635(mm) 


按 式 (2-41) 计 算 残 余 误差 w 和 wi， 其 值 列 于 下 表 ， 


加 [et 
9—1 


_ EE 四 


= 0. 002 5Cmm) 

如 图 1-2 所 示 , 实际 测量 圆 的 直径 时 , 必然 存在 瞄准 误差 。 此 项 误差 
应 属于 随机 误差 , 它 的 大 小 表现 为 瞄准 的 分 散 性 程度 。 为 了 确定 瞳 准 的 标 
准 偏 差 , 测量 人 员 在 其 他 条 件 不 变 的 情况 下 进行 多 次 瞄准 ， 即 调整 仪器 , 用 
眼 通 过 显微镜 观察 ， 使 指标 线 与 圆 “ 相 切 ”， 并 从 仪器 读 了 到 读数 zi 。 再 重新 
调整 仪器 , 使 指标 线 脱 离 圆 的 影像 后 再 次 *“ 相 切 ”， 读 到 读 数 zx: 。 重 复 上 述 
步 至 继续 读 得 x;，x, ，…。 因 为 估 读 误差 比 赠 准 误差 要 小 得 多 ,所 以 这 些 
读数 的 分 散 性 即 可 认为 是 测量 人 员 酷 准 的 精密 度 ， 

【 例 2-12】 将 测量 人 员 15 次 里 准 读数 列 于 下 表 ( 单 位 : uan): 
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求 其 算术 平均 值 以 及 单 次 瞄准 的 标准 偏差 。 


解 : 15 次 蝴 准 的 算术 了 光 从 为 


一 起 XX (2.4 生 6 二 48 中 3.5 十 45 十 5.6 十 3.5 二 4.3 十 
3.8 十 4,5 十 6.3 十 4.8 十 4.7 十 5.3 十 3.4) 


.Ll 
= 3X66,0 


一 4. 4tum) 
接 式 52-42) 计 算 残余 误 差生 和 只， 并 将 数值 列 于 下 表 ， 


按 式 (2-47) 计 算 单 次 瞄准 标准 偏 益 : 


加 有 We [13. 32 
13 1 =. 957 4=0. 975 42s0. 98( pm) 


内 多，_12 可 见 ， 我 们 并 要 和 六 菜 项 因 尖 (如 隔 闪 ) 的 标 闪 人 关于 和 
在 设法 保持 其 他 测量 条 件 ( 如 测量 的 环境 、 装置 和 方法 ) 不 变 的 情况 下 测 
量 出 该 项 随机 误差 的 分 散 性 ,显然 , 在 测量 过 程 中 , 其 他 条 件 不 可 能 绝对 
不 变 ， 即 调 得 的 分 散 性 实际 上 不 仅仅 是 该 项 因素 (如 瞄准 ) 引 起 的 。 但 是 ， 
其 他 因素 已 是 相对 稳定 , 主要 是 因为 该 项 因素 (多 次 瞄准 ) 造 成 的 , 所 以 , 这 
项 分 散 性 可 认为 是 该 项 因素 (瞄准 ) 的 分 散 性 。 此 例 提 供 的 分 析 单 项 因素 造 
成 的 标准 偏差 的 思路 是 常用 和 有 效 的 。 

由 塞 尔 公式 较 理 想 地 解决 了 标准 偏差 的 计算 问题 , 由 它 确 定 的 标准 仿 
差 ， 有 较 高 的 精度 。 它 是 由 式 (2-46) 定 义 的 标准 偏差 6 的 最 基本 的 佑 计量。 
由 于 它 在 测量 领域 里 被 普遍 而 广泛 的 应 用 而 显得 十 分 重要 。 

2， 实 验 标准 偏差 * 的 标准 善 

设 在 同一 条 件 下 , 对 被 测量 进行 次 等 精度 测量 , 得 测量 列 rz,(: 一 1， 
2,，…，n)。 用 贝 塞 尔 公 式 即 可 求 得 单 次 测量 标准 偏差 ss 。 仍 在 该 条 件 下 ， 
再 进行 ms 次 测量 , 同样 又 可 得 到 单 次 测量 标准 偏差 s 。 我 们 发 现 , 邯 论 两 
次 的 测量 次 数 n; 和 n; 是 否 根 等 ,而 和 so 不 一 定 相 等 , 这 说 明 由 贝 塞 尔 
公式 计算 所 得 的 测量 标准 偏差 , 也 存在 误差 。 由 式 (2-47) 所 确定 的 标准 偏 
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差 :的 标准 偏差 ， 册 下 式 确定 ， 即 


,= 一 一 一 《2.57) 
vin—1) 
式 中 : 一 一 用 由 案外 公式 计算 得 的 单 次 测量 的 标准 偏差 ; 
n ”测量 次 数 ; 
;， “的 标准 偏差 。 


例如 ,等 精密 度 测 量 列 .c,G4 二 1,， 2 ，10), 用 贝 塞 尔 公式 计算 得 ,一 
0.01， 则 由 式 (2-57? 可 得 ,的 标准 偏差 
0 on 


w20i0 一 ]) 
由 式 (2.57? 可 得 * 和 s 的 比值 为 


因此 , 当 a=3 时 , 则 %7As 一 172; 
当 n=9 时 ; 则 51s=174; 
当 w=19 时 , 则 s/s=176，。 

由 此 可 知 , 标准 偏差 ; 随 着 测量 次 数 的 增加 ,其 精密 度 也 随 之 提高 。 特 
别 妆 >ce 时 ， 则 由 式 (2-57) 知 ，, 一 0， 即 标准 偏 益 * 趋 于 理论 值 =*， 在 一 
般 的 情况 下 , 为 了 保证 ; 的 精度 , 同时 考虑 工作 量 , 在 用 员 塞 尔 公式 计算 标 
准 偏差 时 , 要 求 测量 次 数 za 之 6 次 , 此 时 s, 相对 于 s 的 比值 不 超过 1/3, 即 
15S 73。 

三 、 算 术 平 均值 标准 偏差 

对 有 限 次 重复 性 测量 , 是 以 算术 平均 值 作为 测量 结果 ,而 算术 平均 值 
是 真 值 的 近似 值 , 因此 必须 研究 算术 平均 值 不 可 靠 性 的 评定 标准 ， 

如 果 在 相同 条 件 下 对 同一 量 值 作 多 组 重复 的 系列 测量 ,每 一 系列 测量 
都 有 一 个 算术 平均 值 ， 由 于 误差 的 存在 ， 各 个 测量 列 的 算术 平均 值 也 不 相 
同 , 它们 围绕 着 被 测量 的 真 值 有 一 定 的 分 散 ， 此 分 散 说 明了 算术 平均 值 的 
不 可 靠 性 , 而 算术 平均 值 的 标准 差 s(#) 则 是 表征 同一 被 测量 的 各 个 独立 测 
量 列 算 术 平 均值 分 散 性 的 参数 ,可 作为 算术 平均 值 不 可 靠 性 的 评定 标准 。 

由 式 (2-20) 已 知 算 术 平 均值 达 为 

十 X 十 开 十 工 ， 


n 
因 各 次 测量 值 间 独 立 , 根据 传播 律 得 方差 
D( 妈 一 二 LD(a ) 十 D(zs) 十 十 D(zo] 
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因 等 精度 , 所 以 
Dir)})=D(r) = = Dr) = Dr 

故 有 D7)=3nD(z) = DCr) 

a 

所 以 s(x) 了 

| DS 
) 11 _ 
C7) Jn i (2-58) 


由 此 可 知 , 在 2 次 测量 的 等 精度 测量 列 中 , 算术 平均 值 的 标准 差 为 单 
次 湖 量 标准 差 的 1/va， 当 测量 次 数 > 您 大 时 ,算术 平均 值 愈 接近 被 测量 的 
真 值 , 测量 精度 也 念 高 ， 

增加 测量 次 数 , 可 以 提高 汕 量 精度 ， 
但 是 岂 式 (2-58) 可 知 ， 测 量 精 度 是 与 测 
量 次 数 的 平方 根 成 反比 , 因此, 要 显著 
地 提高 测量 精度 ,必须 付出 较 大 的 劳动 。 
由 图 2-15 可 知 , ;一 定时 , 当 w 记 10 议 
后 ， s(z) 已 减少 得 非常 缓慢 。 由 于 浏 量 
次 数 愈 大 , 也 愈 难保 证 测量 条 件 的 恒定 ， 
从 而 带 来 新 的 误差 , 因此 一 般 情况 下 取 
?一 10 以 内 较为 适宜 。 总 之 ， 要 提高 济 
基 精 度 ,应 采用 适当 精度 的 仪器 , 选取 适当 的 测量 次 数 。 

算术 平均 值 的 标准 差 也 称 为 算术 平均 值 的 标准 不 确定 度 , 简称 标准 不 
确定 度 。 

【 例 2-13] 对 被 测量 作 9 次 等 精度 测量 得 测量 结果 ，29. 18，29. 20， 
29. 21，29. 19，29. 21, 29. 25，29. 26，29. 27，29. ?24 。 求 平均 值 及 其 标准 偏 
差 (上 略 去 量 的 单位 》。 

解 : 求 算 术 平 均值 ， 


去 一 豆 (29 18 十 29. 20 十 29. 21 十 29. 19 十 29. 21 十 29, 25 十 29. 26 十 


图 2-15 


29, 27 十 29. 24) 
=29, 22 
由 式 (2-58) 得 三 的 标准 偏差 ， 


| Ds 
{Fo | =L 
7) n(n— 1) 
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二 yoi 0.04 凡 十 (一 0.02 十 (一 0.01 六 十 (一 0.03 六 十 


1 


(一 0.013 十 (0.03)2 + (0. 04)? + (0.05): + C0.02)] 上 

2 0, 01 

【 例 2-14】 已 知 测量 的 单 次 测量 标准 偏差 ;一 0.12( 上 略 去 单位 )。 间 在 
不 改变 测量 条 件 的 情况 下 , 使 被 测量 估计 和 值 的 标准 偏差 达到 0. 04, 需 测量 
多 少 次 ? 

解 : 以 算术 平均 值 作为 被 测量 的 估计 值 , 适当 增加 测量 次 数 ， 以 满足 测 
量 精 密度 的 需要 。 

由 式 人 -58) 得 


即 测量 次 数 


(而 ) = (04) = 9 


即 对 被 测量 进行 9 次 以 上 重复 测量 , 它们 的 算术 平均 秆 的 精密 度 便 可 
达到 要 求 。 


四 、 标 准 偏差 的 其 他 估计 方法 
塞 尔 公式 外 , 实际 测量 中 还 使 用 极 差 法 和 最 大 误差 法 等 来 计算 
标准 偏差。 
1. 极 整 法 
用 贝 寨 尔 公 式 计算 标准 差 需 先 求 算术 平均 值 , 再 求 残余 误差 ,然后 进行 
其 他 计算 ,计算 过 程 比较 复杂 。 当 要 求 简便 迅速 算出 标准 差 时 ,可 用 极 差 法 。 


若 等 精度 多 次 测量 测 得 值 Tl A "es Tr 服从 正 态 分 布 ， 在 其 中 选取 
最 大 值 zw 与 最 小 值 rw。 则 两 者 之 差 称 为 极 差 


Wa = Tmax — Trinin (2-50) 
根据 被 差 的 分 布 函数 ， 可 求 出 极 差 的 数学 期 望 为 
Ftw,) = d,s (2-60} 
5 价 )-， 
故 可 得 * 的 无 偏差 估计 秆 , 车 仍 以 ; 表示, 则 有 
;一 字 (2-61) 


式 中 d, 的 数值 见 表 2-5， 
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极 差 法 可 简单 迅速 算出 标准 差 。 并 具有 一 定 精度 ,一 般 在 as<< 10 时 均 
可 采用 。 

【 例 2-15】 用 游标 卡尺 对 某 一 尺寸 测量 10 次 , 假定 已 消除 系统 误差 和 
粗大 误差 , 得 到 数据 如 下 (单位 为 mm); 

75. 01, 75,04, 75.07, 75,00, 75.03, 75.09, ?75,06, 75,02, 75.05, 
75. 08 
用 极 莽 法 求 标准 差 。 

解 : =o ban =75. 09mm--75, 00mm 一 和 09mm 


2. 最 大 误差 法 


在 有 些 情况 下 , 我 们 可 以 知道 被 测量 的 真 值 或 规定 准确 度 的 用 来 代替 
真 值 使 用 的 量 值 ( 称 为 实 味 值 或 约定 真 值 )， 因 而 能 够 计算 出 随机 误差 8 ， 
取 其 中 绝对 值 最 大 的 一 个 值 ; 且 |， 当 各 个 独立 测量 值 服从 正 态 分 布 时 , 则 
可 求 得 关系 式 
s = LO lu dom (2-62) 
一 般 情况 下 ,被 测量 的 真 值 为 未 知 , 不 能 按 式 (2-62) 求 标准 差 , 应 按 最 
大 残余 误差 |w | 进行 计算 ( 亦 称 最 大 残 差 法 ?， 其 关系 式 为 


i 
| Ur Tmax 


一 (2-63) 
K’ 


$F 二 


式 (2-62) 和 式 (2-63) 中 两 K,、K; 系数 的 侧 数 见 表 2-6。 
表 2-6 


。 - 5 小 5 
llsl on lar 


12 13 


六 了 1 .50 im 
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LR 77 | 2 0 
= = 
NN 了 5 三 3 


RS)| 048 | O46 | 0,44 


最 火 误差 法 简单 、 迅 速 、 方 便 , 容易 掌握 ,因而 有 广泛 用 途 。 当 n<10 
时 , 最 大 误差 法 共有 一 定 的 精度 ， 
【 例 2-16】 仍 用 例 2-15 的 测量 数据 , 按 最 大 误差 法 求 标准 差 ， 


解 : | 如 jw 一 人 045mm 
1 
一 一 0.57 
Ki 
故 标准 差 为 
| | mex 
3 一 =—0.57X0.045=0, 025 6mtm 


用 


【 例 2-17】 某 激光 管 发 出 的 激光 波长 经 检定 为 1=0.632 991 30um，, 由 
于 某 些 原因 , 未 对 此 检定 波长 作 误 差分 析 , 但 后 来 又 用 更 精确 的 方法 测 得 
激光 波长 4 二 0. 832 991 44pm, 试 求 原 检定 波长 的 标准 差 。 
解 : 因 后 测 得 的 波长 是 用 更 精确 的 方法 , 故 可 认为 其 测 得 值 为 实际 波 
长 ‘或 约定 真 值 ), 则 原 检定 波长 的 随机 误差 8 为 
6—0. 632 991 30—0. 632 991 44 二 一 14X10 * Crm) 


1 
E25 
故 标准 差 为 
上 一同 =1 25X14X10 f=1.75X10 "(pm) 
1 


在 代价 较 高 的 实验 中 (如 破坏 性 实验 ), 往往 只 进行 一 次 实验 ,此 时 由 
塞 尔 公式 成 为 了 形式 而 无 法 计算 标准 差 ， 在 这 种 情况 下 ,又 特别 需要 尽 可 
能 精确 地 估算 其 精度 ,因而 最 大 误差 法 就 显得 特别 有 用 ， 

以 上 介绍 的 标准 差 其 他 两 种 计算 法 ,简便 易 行 , 具有 一 定 的 精度 ,但 其 


可 靠 性 均 较 贝 塞 尔 公式 要 低 ， 央 此 对 重要 的 测量 或 几 种 计算 方法 的 结果 出 
现 矛 盾 时 , 仍 应 以 贝 塞 尔 公式 为 准 。 
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第 五 节 极限 误差 


一 、 极 限 误差 的 定义 
测量 的 日 的 在 于 掌握 被 测 对 象 的 客观 实际 状态 ( 真 值 ), 但 测量 结果 总 
含有 误差 ,在 数据 上 总 不 等 于 被 测量 的 真 值 。 测 量 结果 与 被 测 量 的 差异 是 
由 两 部 分 组 成 的 : 一 部 分 是 由 于 随机 误差 的 存在 市 引起 的 ; 另 一 部 分 是 由 
于 不 能 完全 消除 的 系统 误差 的 存在 而 引起 的 。 对 于 随机 误差 造成 的 那 部 分 
差异 的 确定 , 通常 用 估计 随机 误差 界限 ， 即 确定 随机 极限 误差 的 办 法 来 解 
决 。 
极限 误差 是 指 极端 误差 ,是 误差 不 应 超过 的 田 限 ,此 时 对 被 油 量 的 测 
量 结 果 ( 单 次 测量 或 测量 列 的 算术 平均 值 ) 的 误差 , 不 超过 极端 误差 的 量 信 
概率 为 pp, 并 使 差 值 1 一 p=a 可 以 忽略 。 此 极端 误差 称 为 测量 的 极限 误差 ， 
并 以 4 表示。 
极限 误差 4 的 值 可 依据 测量 标准 差 , 误差 分 布 太 要 求 的 置信 概率 确定 ， 
和 一 各 (2-64) 
或 
A= hs(z) (2-65) 
& 称 为 置信 因子 , 是 误差 分 布 、 自 由 度 和 置信 和 概 举 的 函数 , 通常 有 表 可 查 。 
假定 测量 仪 存 在 随机 误差 (一 A, 4)? 为 合计 出 的 测量 结果 x 的 误差 区 
间 , 那么 由 误差 的 定义 可 知 : 
18|=| zx 一 XX | 所 4 (2-66) 
(rz 一 候 世 并 世 (7 十 扩 ) (2-67) 
上 式 给 出 了 真 值 可 能 出 现 的 范围 ， 
例如 某 被 测量 的 测量 结果 为 78.36( 略 去 单位 )， 经 估计 量 信 限 4= 
0.05, 则 由 式 (2-67) 知 , 被 测量 真 值 X, 的 可 能 范围 为 
(x—A)=78. 3Ar+A)=78. 41 
上 式 仅 说 明了 真 值 % 在 上 述 的 范围 内 , 但 并 不 能 确定 在 这 个 范围 的 哪个 值 
上 ， 


二 、 单 次 测量 的 极限 误差 


测量 实践 表明 , 绝 大 多 数 的 随机 误差 是 服从 正 态 分 布 的 ， 即 使 在 测量 
中 存在 非 正 态 分 布 的 随机 误差 ,它们 对 测量 的 综合 影响 也 往往 接近 正 态 分 
布 。 鉴于 上 述 原因 ， 确定 极限 误差 的 一 般 方法 是 以 随机 误差 服从 正 态 分 布 
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为 前 提 的 。 

例如 , 某 被 测量 的 测量 结果 x 二 12. 68( 略 去 单位 ), 已 知 测量 的 标准 偏 
差 o 二 0.01， 当 置信 因子 分 别 等 于 1,2 和 3 时 , 便 有 下 列 对 应 的 随机 不 确 
定 度 ks 和 二 信 和 概率， 

{a) og—=0.01 1—g=68. 27% 

(b) 2o=0, 02 1 一 wa 一 95, 45% 

(ce) 3c-=0.03 1 一 g 二 99,73 刀 
由 式 (2-67) 知 ,此 时 ， 被 测量 真 值 X, 的 不 确定 范围 以 及 对 应 的 曾 信 概率 分 
划 为 

{a) 12. 67< X10.69 p= 68.27% 

(b) 12. 66& TRO12.70 p= 95.45% 

(ec) 12, 65&X,SEI2.7] p= 99,73% 

由 此 可 见 ，(a) 的 置信 区 间 最 小 , 真 值 可 能 出 现 的 范围 也 小 。 但是, 与 此 对 
应 的 名 信和 概率 也 小 , 确定 真 值 在 此 范围 内 的 把 握 只 有 68.27%， 显 热 不 可 
靠 ; 也 就 是 说 , 被 测量 真 值 也 很 可 能 不 在 此 范围 内 。 因 此 , 描述 真 值 可 能 出 
更 的 范围 , 不 仅 需 要 给 出 确切 的 区 间 , 同时 要 给 出 相应 的 置信 概率 ,而且 
为 了 可 靠 地 确定 真 值 的 范围 , 给 出 的 党 信 概 率 要 适当 。 

我 们 知道 , 置信 区 间 L 一 ko， ka] 和 置信 和 概率 pp 是 相互 对 应 的 。 给 定 显 
著 度 a, 便 有 置信 和 概率 p 王 1 一 a, 且 由 式 (2-3) 随 之 确定 了 对 应 的 置信 区 间 。 
反之 亦 然 , 对 于 给 定 的 置信 区 人 间 , 由 式 (2-3) 便 可 求 得 相应 的 兽 信 概率 户 与 
之 对 应 。 表 2-7 对 几 个 典型 的 置信 因子 上 列 出 相应 的 置信 区 间 的 兽 信 概率 、 
显著 度 以 及 它们 与 测量 次 数 的 关系 。 


表 2-7 
pe | (8| 之 he} | 。 济 量 次 数 1 > 
ko = pack | A “ 
一 1 一 ?80 n 的 可 能 次 数 
229k) 
_ | . 
D0, 67 0. Br7a .497 2 0. 502 8 2 1 
1 a 0. 682 6 0.317 4 3 1 
2 2 二 0.954 5 0.0455 22 1 
~ 全 
3 3 0.997 3 0, 002 7 370 1 
4 4o 0. 999 9 0. 000 1 15 2 1 
由 表 2-7 可 见 ， 随 着 置信 因子 二 的 增 大 ， 显 著 度 a 减 小 很 快 ， 当 上 一 


0, 67 时 , 被 测量 的 2 次 重复 测量 中 , 就 可 能 有 1 次 随机 误差 的 绝对 值 |8| > 
0. 67s。 当 上 =1 时 , 被 测量 的 3 次 重复 测量 中 , 可 能 有 1 次 随机 误差 的 绝对 
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值 |8| 守 oo。 而 当 上 =3 时 ; 在 370 次 重复 测 若 中， 才 可 能 有 1 次 左右 的 测量 
随机 误差 绝对 值 |13| 汪 3。 在 一 般 的 情况 下 , 测量 次 数 不 会 超过 十 次 至 几 十 
次 。 因 此 ,有 理由 把 置信 区 间 [ 一 3s， 3s 作为 单 次 测量 随机 误差 可 能 出 现 的 
界限 。 此 时 的 可 靠 性 ， 即 置 信 概 率 为 99, 73%。 对 于 这 个 置信 区 间 , 即 置 信 
概率 为 0.997 3 所 对 应 的 35, 一 般 称 为 测量 的 极限 误差 。 即 
点 一 36 (2-68) 
此 时 对 应 的 总 著 诬 a 二 0. 002 ? 被 认为 可 以 忽略 。 此 极限 误差 可 帘 为 随机 误 
茵 有 界 性 中 的 界限 ， 
在 有 些 文献 中 也 有 将 2. 58c 或 1. 96o 作为 测量 的 极限 误差 ， 此 时 对 应 
的 显著 度 分 别 为 0.01 和 0,05， 即 在 这 些 文 献 中 , 将 显著 度 0.01 或 0. 05 被 
认为 可 以 忽略 。 无 论 什 么 情况 , 在 给 出 随机 误 装 的 极限 误差 时 ,必须 标明 
Ko, 必要 时 还 须 标 明 对 应 的 显著 度 。 
[ 例 218】 已 知 测量 的 标准 偏差 * 一 0. 12, 求 浏 量 的 极限 误差 。 
解 ; 由 式 (2-52) 知 ,测量 的 极限 误差 为 
A=3s=3X0.12=0. 36 


三 、 算 术 平 均值 的 极限 误差 


已 知 单 次 测量 的 标准 偏差 为 ;, 由 式 (2-58) 知 ,x 次 测量 结果 的 算术 平 
均值 3 的 标准 偏差 s(z) 二 sj/Yn。 因 此 , 算术 平均 值 二 的 不 确定 度 表 示 为 


局 (T) 一 天 二 - 
T 万 (2-69) 
算术 平均 值 不 的 极限 误差 为 
4 = 35(1) 一 3 元 (2-70) 


【 例 2-19】 对 某 量 等 精度 测量 5 次 得 ; zx 一 29. 18， zx 二 29. 24， zi 二 
29. 27, zx: 一 29. 25 和 xs 一 29.26。 求 Ca) 它们 的 算术 平均 值 ; (b}a 二 0.01 时 
的 极限 误差 ; (cj& 二 3 时 的 极限 误差 

解 : (a) 算 术 平 均值 ， 
29. 18 十 29. 24 十 29. 27 十 29, 25 十 29， 26 


J 


天 二 


=29. 240 


D3 
残余 误差 多 二 一 0.06, 0.00, 0.03, 0,01, 0,02; 标准 偏差 ;二 /二 T= 
) 一 
0.035, 


习题 二 


(ba 二 0.01， 此 时 置信 因子 ts 04) 一 4 604, 由 式 (2-69) 知 算术 平均 值 


的 极限 误差 
》 0.035 
A 一 上 Et 604X 0 072 
被 测量 值 表达 汪 为 
29, 240 +0.072 (p=99%) 
tc) 由 忒 (2-70) 知 极限 误差 
3 3X0,035 
wa VS 


有 =0. 047 


被 测量 值 表达 为 


站 二 7 十 A 二 29, 240 填 0. 047 


习题 二 


2-1 叙述 随机 如 差 揭 信义 和 特点 。 

2-2 为 什么 说 正 态 分 布 是 随机 误 善 最 基本 的 , 主要 的 分 布 ? 它 的 函数 式 及 其 数字 
特征 是 什么 ?有 哪些 特点 ? 

2-3 为 什么 用 算术 平均 值 作为 测量 结果 的 最 佳 值 * 

2-4 比较 真 误差 与 残余 误差 的 概念 。 

2-5 单 次 测量 标准 差 , 算术 平均 值 标准 差 的 物理 意义 是 什么 ? 它们 之 间 的 关系 如 
何 ? 

2-6 最 佳 测量 次数 如 何 党 担 ” 为什么? 

2-7 比较 贝 塞 尔 公式 、 极 差 法 和 最 大 误差 法 的 忧 缺 点 。 

2-8 叙述 路 信 概 率 , 显著 性 水 平和 量 信 区 间 的 售 义 及 相互 之 间 芍 关系 。 

2-9 对 某 量 进 行 10 次 等 精度 测量 , 测量 结果 如 下 ， 

10. 60，10. 54 10.72, 10,51, 10,65, 10.69, 10,55. 10.63, 10.55, 10.53 

求 最 佳 估计 信和 和 算术 平均 值 标准 差 。 

2-10 对 某 最 进行 6 次 等 精度 测量 , 结果 如 下 ;33.3，32. 7，32.4，33,5，33. 1， 
33.0。 

《1) 用 计算 器 应 用 贝 塞 尔 公式 计算 单 次 调 量 的 标准 偏差 。 

(2) 求 ;的 标准 偏差 。 

2-11 对 某 量 等 精度 测量 12 次 , 得 算术 平均 值 = 35. 341, 其 单 次 测 基 的 标准 慎 
差 为 二 0.003, 取 = 一 0.01 和 oa 一 0.05 时 ， 用 上 分布 求 算术 平均 值 及 其 极限 误差 。 
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第 一 节 概述 


在 第 二 章 里 我 们 详细 讨论 了 随机 误差 的 处 理 方法 , 对 于 随机 误差 所 采 
用 的 概率 统计 处 理 方法 ,是 在 完全 排除 了 系统 误差 的 前 提 条 件 下 进行 的 ， 
即兴 为 测量 值 中 不 合 有 系统 误差 或 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 小 到 可 以 忽 
略 不 计 的 情况 下 进行 的 。 但 是 , 在 实际 测量 过 程 中 , 不 仅仅 存在 随机 误差， 
同时 还 存在 着 系统 误差 , 且 系 统 误差 的 量 值 通常 要 比 随机 误差 大 一 个 数量 
级 , 并 不 易 发 现 。 可 以 这 样 说 , 对 测量 结果 准确 度 的 影响 , 不 仅仅 取决 于 随 
机 误差 的 大 小 , 更 主要 取决 于 系统 误差 的 大 小 。 这 一 点 通过 对 系统 误差 有 
关内 容 的 学 习 ， 将 会 得 到 进一步 的 认识 。 除 此 之 外 , 通过 研究 系统 误差 还 
有 可 能 会 使 所 进行 的 科学 研究 有 新 的 发 现 和 突破 。 例 如 ，1893 年 科学 家 雷 
芋 (Roylegh) 利 用 化 学 方法 制 氮 和 从 大 气 中 提取 氮气 , 结果 发 现 1L 以 化 学 
方法 制 取 的 氮气 比 1L 从 空气 中 提取 的 氮气 轻 bmg, 后 来 经 对 这 一 系统 误差 
仔细 分 析 研 究 , 发 现 这 一 误差 不 是 测量 本 身 所 致 ,而 是 因 大 气 中 会 有 情 性 
气体 所 致 ， 从 而 导致 了 科学 家 们 发 现 情 性 气体 的 存在 。 因 此 , 深入 研究 系 
统 误 差 的 规律 和 处 理 方法 ,对 于 提高 测量 准确 度 和 推动 科学 技术 的 发 展 具 
有 重要 的 意义 , 也 是 每 一 个 测量 工作 者 必 备 的 误差 理论 内 容 之 一 。 


一 、 系 统 误差 的 定义 
所 谓 系 统 误差 是 指 在 重复 性 条 件 下 ,对 同一 被 测量 进行 无 限 多 次 测量 
所 得 结果 的 平均 值 与 被 测量 的 真 值 之 差 


系统 误差 的 典型 特征 是 具有 确定 规律 性 ， 也 就 是 说 这 种 误差 可 以 归结 
为 某 一 因素 或 几 个 因素 的 函数 ， 这 种 函数 关系 通常 情况 下 可 以 用 解析 公式 、 


曲线 和 图 表 来 给 出 ， 就 理论 上 而 语 ， 系统 误差 的 这 种 确定 变化 规律 是 可 确 
知 的 (实际 上 如 真 值 一 样 , 系统 误差 及 其 原因 不 可 能 完全 效 知 ), 也 就 是 说 ， 
系统 误差 的 大 小 、 符 号 在 整个 测量 过 程 中 是 可 确 知 的 。 例 如 , 在 计量 检定 
中 ,标准 玫 的 标准 值 存在 误差 , 当 向 下 一 级 传递 时 ， 该 误差 遵守 圈定 不 变 这 
一 规律 ,所 以 这 种 误差 在 传递 时 是 系统 误差 。 叉 如 在 力学 和 长 度 计 基 检 定 
时 , 规定 的 标准 温度 为 20, 但 实际 上 由 于 各 种 原因 , 使 被 测 件 的 温度 和 
标准 件 的 温度 与 标准 温度 有 较 大 偏差。 另外 , 由 于 被 济 件 与 标准 忻 材 料 不 
同 , 膨胀 系数 有 差异 , 这 些 都 要 引起 浏 量 误差 。 上 由 于 温度 仿 差 所 引起 的 测 
量 误 差 可 用 如 下 公式 表示 : 
se = Lla(lt — 20) — as (ts — 20)] (3-1) 

式 中 ， 一 -被 测 件 的 长 度 ; 

my 一 一 答 测 件 与 标准 器 的 线 膨 胀 系 数 ， 

6 请 一 一 被 测 件 和 标准 器 的 实际 温度 。 
由 于 温度 偏差 所 下 起 的 测量 误差 可 由 上 式 准确 求知 , 则 属 系统 误差 。 


二 、 系 统 误差 的 来 源 

系统 误差 由 国定 不 变 或 按 确 定 规律 变化 的 因素 所 造成 ， 这 些 误 益 因素 
从 理论 上 说 是 可 以 掌握 的 ,但 在 实际 测量 过 程 中 由 于 产生 系统 误差 的 因素 
很 多 且 很 复杂 , 往往 不 可 能 全 部 找 出 。 产 生 系统 误差 的 原因 可 大 致 归结 为 
如 下 几 个 方面 : 

1, 测量 装 量 方面 的 原因 


由 于 科学 技术 水 平和 制造 加 工 能 力 的 限制 ,使得 测量 仪器 或 装置 自身 
存在 设计 制造 缺陷 而 造成 面 有 误差 。 这 种 固有 误差 在 测量 过 程 中 虽 现 面 定 
性 或 确定 规律 性 ,从 误差 特性 区 分 当 属 系统 误差 。 例 如 仪器 的 标尺 刻度 误 
差 ， 轩 刻度 盟 与 指针 安装 偏心 所 引起 的 误差 天 平 的 不 等 臂 性 所 致 误差 等 
均 属 此 类 。 测 量 装置 的 误差 通常 用 允许 误差 、 准 确 度 、 稳 定 度 和 灵敏 度 等 
技术 指标 来 描述 。 

2 环境 方面 的 原因 

测量 仪器 或 装置 的 准确 度 是 在 规定 的 测量 条 件 下 给 出 的 ， 当 测量 时 的 
实际 环境 条 件 不 能 满足 规定 的 测量 条 件 时 ,将 使 测量 结果 产生 附加 误差 。 
这 种 附加 误差 具有 确定 的 规律 性 , 属 系 统 误差 。 例 如 测量 时 的 实际 温度 、 
湿度 、 大 气压 力 等 不 符合 使 用 该 测量 仪器 所 规定 的 标准 温度 (如 20C)、 相 
对 湿度 (80%%) 和 标准 大 气压 力 等 所 引起 的 误差 均 属 此 类 。 

环境 因素 存在 于 测量 系统 之 外 , 但 对 测量 系统 会 直接 或 间接 发 生 作用 
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而 使 测量 结果 产生 附加 误差 附加 误差 是 测量 中 不 可 避免 的 。 为 了 减 小 或 
消除 附加 误差 , 测量 仪器 的 铭牌 或 说 明 书 上 都 给 出 了 仪器 规定 的 使 用 条 件 ， 
有 些 仪 表 还 给 出 了 因 环 境 条 件 不 能 满足 规定 条 件 时 的 收 正 公 式 ， 以便 参 照 
使 用 。 

3. 测量 方法 的 原因 

由 于 测量 方法 的 使 陷 , 导致 产生 系统 误差 的 原因 包括 采用 近似 测量 方 
法 和 近似 计算 两 个 方面 。 近 似 测 量 方法 是 由 于 测量 时 所 采用 的 方法 不 完 
善 , 所 依据 的 理论 不 严密 ,对 某 些 理 论 尚未 掌握 清楚 以 及 对 被 测量 对 象 的 
有 关 姑 识 研究 得 不 够 充分 等 从 而 导致 测量 产生 误差 。 这 类 误差 产生 在 测 
其 过 程 之 中 。 近 似 计算 包括 ; 计算 采用 近似 公式 (如 级 数 展开 公式 ) 计 算 过 
程 中 根据 准确 度 需要 采用 近似 数学 常数 (如 r* 一 3. 141 59…，V2=1.414 21…》 
和 物理 常数 (如 密度 、 烙 度 和 热 脑 胀 系数 等 ) 以 及 有 效 数字 化 整 三 个 方面 。 
近似 计算 所 致 的 系统 误差 产生 在 测量 数据 处 理 过 程 中 。 

4. 测量 者 自身 因素 

由 于 测量 者 自身 的 生理 特点 ， 如 眼睛 的 分 辨 能 力 、 视 益 和 反应 速度 等 ， 
测量 时 估 读 值 始终 偏 大 或 偏 小 , 动态 测量 时 , 记录 其 一 信号 总 是 超前 或 滞 
后 等 面 导 和信 系统 误差 。 

介绍 系统 误差 的 产生 原因 , 我 们 不 仅 要 认识 到 在 测量 过 程 之 中 系统 担 
差 的 普遍 存在 性 , 更 重要 的 是 可 根据 系统 误差 产生 的 原因 , 指导 改进 测量 
方法 ,以 达到 减弱 或 消除 系统 误差 ,提高 测量 准确 度 的 目的 ， 


三 、 系 统 误 差 的 主要 特征 


通过 对 系统 误差 的 定义 和 系统 误差 产生 原因 的 学 习 可 以 看 出 , 若 对 某 
一 物理 量 进行 测量 , 测量 系统 和 测量 条 件 一 经 确定 ,系统 误差 就 获得 了 一 
个 客观 上 的 恒定 值 。 也 就 是 说 , 引起 系统 误差 的 原因 在 对 该 量 测量 之 前 就 
已 经 产生 , 而 在 整个 测量 过 程 之 中 始终 存在 , 并 呈现 确定 的 规律 性 , 多 次 测 
基 也 不 能 减 油 它 的 影响 。 由 此 可 把 系统 误差 的 主要 特征 归结 如 下 ，, 系统 误 
差 产 生 在 测量 之 前 、 具有 确定 性 ; 多 次 测量 不 能 减弱 和 消除 它 即 不 具有 抵 
偿 性 。 


四 、 系 统 误差 的 分 类 


系统 误差 的 产生 原因 与 诸多 因素 有 关 ， 其 表现 形式 也 多 种 多 样 。 按 误 
差 出 现 的 规律 可 分 为 恒定 系统 误差 和 变 值 系统 误差 两 类 。 按 对 误差 掌握 的 
程度 ， 系 统 误差 又 可 分 为 已 定 系 统 误差 和 未 定 系统 误差 两 类 。 


囊 一 节 ”概述 


(一 ) 恒定 系统 误差 


恒定 系统 误 盖 是 指 在 整个 测量 过 程 之 。 
中 ,误差 的 大 小 和 符 导 始终 保持 不 变 的 系 
统 误差 。 恒定 系统 误差 随 测 量 时 间 的 变化 
为 一 常量 。 如 图 3-1 所 示 。 区 
例如 , 压力 表 和 测 长 仪 等 需要 调整 备 
位 的 测量 仪器 ,由 于 零 位 没有 调 准 ,使 用 
时 引起 的 零 位 误 莽 , 测量 人 员 的 视差 , 标 
准 仪器 误差 相对 被 检 仪 器 误差 的 影响 等 均 图 3-1 
属 恒 定 系统 误差 。 


(二 ) 变 值 系统 误差 

变 值 系 统 误 差 是 指 在 整个 测量 过 程 之 中 , 误差 的 大 小 和 符号 按 某 一 确 
定 规律 变化 的 系统 误差 。 变 值 系 统 误差 按 其 变化 规律 可 分 为 线性 系统 误 
差 、 周期 性 系统 误差 和 复杂 规律 变化 的 系统 误差 三 类 ， 

1, 线性 系统 误差 

线性 系统 误差 是 指 在 整个 测量 过 程 之 中 ,误差 的 大 小 随时 间或 其 他 有 
关 因 素 的 变化 而 线性 闻 递 增 或 线性 地 递 沽 的 系统 误差 。 如 图 3-2 所 示 。 


£ £ 


t 
(4) 线性 递增 Lb) 线性 递减 


图 3-2 
当 测 量 仪器 的 量程 小 于 被 测量 时 ， 需 用 客 次 测量 才能 测 得 被 测量 证 
如 , 在 质量 测量 中 ， 经常 使 用 以 小 称 多 的 测量 方法 。 有 一 支 秤 量 为 1kg 的 
杆 秤 , 存在 制造 误差 se， 用 它 来 称 量 某 物 的 质量 为 Mi， 若 累积 称 量 读数 值 
为 MM， 则 被 浏 物 的 实际 质量 为 
M, = Mt{l 二 ee,) (3-2) 
若 认 为 该 物体 质量 为 MM, 就 产生 了 随和 测量 值 大 小 而 变化 的 线性 系统 误差 
Meg, 
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在 长 度 计量 中 , 也 常会 遇 到 此 类 问题 。 如 在 检定 标尺 时 ， 由 于 检定 温 
度 偏 离 标 准 温度 20 立 而 引起 的 测量 误区 是 随 被 测 长 度 而 变化 的 线性 系统 误 
萤 。 

2. 周期 性 系统 误差 

在 整个 测量 过 程 之 中 , 误差 的 大 小 和 符号 随时 间或 有 关 因 素 的 变化 前 
呈 周 期 性 变化 的 系统 误差 , 称 作 局 期 性 系统 误差 。 

例如 圆 盘 指 针 指 示 型 仪表 (压力 表 、 测 角 仪 等 ), 由 于 仪表 装配 问题 ， 
指针 回转 中 心 与 表盘 中 心 存在 偏心 距 。, 在 整个 测量 过 程 之 中 将 会 出 现 局 期 
性 变化 的 指示 误差 。 如 图 3-3 所 示 ， 当 指针 处 于 0" 时 ， 指示 无 偏差 , 顺 时 针 
转动 至 90* 时 ， 指示 误差 为 十 e, 旋转 至 180* 时 。 措 示 误 差 下 降 为 0, 当 指针 
旋转 至 270 处 ， 指 示 误 差 由 0 变化 为 一 e， 指针 旋转 一 周至 360 "时 ， 指 示 误 
莽 由 一 e 变化 为 5。 这 样 指针 每 转动 一 周 ， 示 值 误差 便 按 0, 十 e, 0， 一 e 0 
的 规律 呈现 出 周期 性 变化 。 这 种 周期 性 变化 实质 上 服从 正弦 函数 关系 ,可 
表示 如 下 : 


epsing 


式 中 : se 一 一 示 值 误差 ; 
e 一 一 指针 间 转 中 心 与 表盘 中 心 的 偏心 距 ; 
光一 一 指针 与 水 平 线 的 来 第 。 


0 180° 


|230 
(a) 


图 3-3 
3, 复杂 规律 次 化 的 系统 误差 
除 上 述 三 种 具有 典型 变化 规律 的 系统 误差 外， 服从 其 他 变化 规律 的 系 
统 误差 统称 为 复杂 规律 的 系统 误差 。 这 类 误差 在 整个 测量 过 程 中 具有 确定 
规律 ,但 比较 复杂 ， 有 时 甚至 只 能 从 经 验 公式 或 实验 曲线 来 措 述 其 变化 规 
律 。 
如 对 于 刻度 盘 或 标尺 的 刻度 误差 ,就 全 量程 而 言 , 属 复杂 规律 性 的 系 
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统 误差 。 因 为 虽然 对 各 刻度 点 的 误差 的 大 小 和 符号 是 确定 的 , 但 对 整个 量 
程 的 误 共 变化 规律 只 能 用 实验 曲线 表 出 ,， 属 复杂 变化 规律 。 


(三 ) 已 定 系 统 误差 


在 整个 测量 过 程 之 中 , 误 晨 的 大 小 和 符号 为 已 知 。 引 起 这 类 系统 误差 
的 因素 已 经 确切 掌握 ,对 测量 结果 的 影响 一 般 可 利用 加 修正 值 的 方法 予以 
修正 。 


(四 ) 未 定 系 统 误差 


在 整个 测量 过 程 之 中 ,误差 的 大 小 或 符号 未 知 。 影 响 这 类 误差 的 因素 
不 容易 掌握 , 误差 变化 呈现 的 规律 昌 有 确定 性 , 但 很 复杂 , 要 想 找到 它 往往 
要 付出 人 力 、 物力 和 财力 的 极 大 代价 ,而 通常 又 无 此 必要 。 但 对 这 类 误差 
总 可 估计 出 误差 的 变化 区 间 ( 一 *，e)， 即 误差 一 般 不 会 超过 极限 值 。， 则 。 
称 为 系统 误差 限 , 又 称 系统 效应 引起 的 测量 不 确定 度 。 

例如 , 在 电学 测量 中 , 常 遇 到 一 些 误差 ， 其 大 小 固定 , 但 当 电流 相位 反 
相 后 其 符号 将 变更 , 而 且 在 一 定时 间 内 电流 相位 固定 但 不 确 知 。 因 此 它 属 
未 定 系统 误差 。 

又 如 ,在 水 流量 标准 装置 中 , 换 向 器 时 间 测 定 的 误差 的 大 小 固定 , 如 为 
100ms, 但 符号 不 定 。 当 换 向 器 向 右 换 向 时 为 十 100 ms, 面 当 换 向 器 向 左 换 
向 时 为 一 100 ms, 测量 时 换 向 器 向 左 向 右 都 可 能 ， 因 此 它 也 是 未 定 系 统 误 
差 。 


第 二 上 ”系统 误差 对 测量 结果 的 影响 


在 讨论 系统 误差 的 处 理 方法 之 前 ， 首 先 分 析 一 下 系统 误差 对 测量 结果 
的 影响 , 以 便 为 更 好 地 研究 系统 误差 的 处 理 方法 打下 基础 。 人 恒定 系统 误差 
和 变 值 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 是 不 同 的 ， 这 里 分 别 予 以 讨论 ， 


一 、 恒 定 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 


设 对 真 值 为 Xe 的 某 物 理 量 等 精密 度 重 复 测 量 ”次 ,得 到 测 得 值 x ， 
xz，…，xzw， 若 测 得 值 同时 含有 恒定 系统 误差 e 和 随机 误差 5,。 我 们 知道 ， 
恒定 系统 误差 对 每 个 测 得 值 的 影响 相同 , 则 有 

1 一 大 0 十 E 十 全 
Ta 一 上 0 十 E 十 所 (3-3) 
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x = Ko eo 
将 方程 组 两 边 相 加 取 平 均值 


z= $= Fk tt D8) = XK tet i De 
则 测量 算术 平均 值 为 
了 e+ (3-4) 
1™1 


由 式 (3-4) 可 看 出 ; 测量 算术 平均 值 包括 恒定 系统 误差 , 或 者 说 恒定 系 
统 误 差 影 响 浏 量 的 算术 平均 值 。 
骨 看 测量 结果 中 的 残余 误差 w 


二 1 一 二 


= (Xo tetd) — (Xs te 1 D6,) (3-5) 


1 sa 
一 二 2 
当 测 量 次 数 足够 名， 即 nx-*sc 时 , 有 


则 得 到 


同 理 可 得 vz 一 名 


由 此 可 见 , 残余 误差 w 中 不 含有 居 定 系统 误 善 , 即 恒定 系统 误差 不 蓄 
响 随 机 误差 的 标准 偏差 * 的 计算 ， 或 者 说 恒定 系统 误差 不 影响 随机 误差 的 
分 布 规律 。 

结论 , 恒定 系统 误差 以 大 小 和 符号 固定 的 形式 存在 于 每 个 测量 值 和 算 
术 平均 值 中 。 它 仅 影响 测量 的 算术 平均 值 ， 并 不 影响 其 随机 误差 的 分 布 规 
律 及 其 分 布 范围 ， 


二 、 变 值 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 


设 对 真 值 为 Xu 的 某 物 理 量 等 精密 度 测量 = 次 ,得 到 测 得 值 mm，…， 
zs， 车 测 得 值 同时 会 变 值 系统 误差 s 和 随机 误差 8,。 由 于 变 值 系统 误差 对 
每 一 个 测 得 值 的 影响 是 不 同 的 , 则 有 


第 三 节 ”系统 误差 的 故 现 方 寺 


rl = Xi 十 gl 他 
a 一 中 0 十 ez 十 地 (3-6) 
x, > Kote, 6 
求 测量 算术 平均 值 为 
1 < 1 ee 1 
Tt (3-7) 
由 此 可 见 , 测量 的 算术 平均 值 包括 变 值 系统 误差 , 即 变 值 系统 误差 对 算术 
平均 值 有 影响 。 
再 求 残余 误差 
二 Xl 一 下 


二 oy 十 &1 十 人 一 (x tl Dat lh) 
1=1 :二 1 


1 辟 1 吕 
El 3 pa (3-8) 
二 o -E 十 太 
同 理 可 得 
vs —=62 —€ 6 
负 一 和 一 E 十 让 《3-97) 


此 式 说 明 , 残余 误差 包括 变 值 系统 误差 ， 即 变 值 系统 误差 影响 标准 偏差 :的 
计算 , 改变 其 随机 误差 的 分 布 规律 及 其 分 布 范 围 。 

结论 : 变 值 系 统 误差 不 仅 影 响 其 测量 的 算术 平均 值 , 而 且 改 变 其 随机 
误差 的 分 布 规律 和 分 布 范围 。 


第 三 节 ”系统 误差 的 发 现 方 法 


如 们 发 现 测 量 中 的 系统 误差 ,是 分 析 和 处 理 系 统 误差 的 首要 问题 。 只 
有 将 产生 系统 误差 的 因素 全 部 找 出 , 才 测 采取 相应 的 措施 消 路 或 碱 花 系统 
误差 对 测量 结果 的 影响 。 出 于 在 各 测量 中 产生 系统 误差 的 因素 是 多 方面 
的 , 也 很 复杂 ,所 以 人 们 还 难于 查 明 产 生 系统 误差 的 全 部 因素 。 即 还 不 能 
把 所 有 的 系统 误差 找 出 来 , 更 不 可 能 找 出 一 套 适 用 于 所 有 系统 误差 的 通用 
发 现 方 法 。 但 对 于 测量 中 存在 的 菜 些 较 显著 的 系统 误差 , 可 以 通过 一 些 检 
验方 法 或 手段 发 现 它 。 
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一 、 实 验 对 比 检定 法 


实验 对 比 检定 法 是 通过 改变 产生 系统 误差 的 条 件 (通常 是 改 用 更 高 准 
情 度 的 仪器 或 基准 ), 在 不 同 条 件 下 进行 检定 性 测量 ,通过 比较 来 发 现 定 值 
系统 误 益 。 

定 信 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 . 仅 限 于 测量 算术 平均 值 ， 而 对 于 残 
余 误差 和 标准 差 无 影响 。 因 此, 在 同一 条 件 下 多 次 测量 不 能 发 现 定 值 系统 
误差 。 要 判断 某 一 测量 条 件 下 是 否 存 在 定 值 系统 误差 ,可 用 更 高 准确 度 的 
标准 仪器 进行 检定 性 测量 , 以 此 两 种 不 问 的 测量 条 件 对 同一 量 值 进 行 次 数 
相同 的 重复 测量 , 求 出 两 者 算术 平均 值 之 差 . 则 此 差 值 即 为 被 判断 的 测量 
茶 件 下 的 定 值 系统 误差 。 

例如 ,用 干 分 尺 重复 测量 名 义 值 为 理 = 20mm 的 轴 = 次， 测 得 值 的 算术 
平均 值 荆 = 20. 010mm。 另 用 准确 度 更 高 的 标准 量 块 在 测 微 仪 上 测量 该 轴 z 
次 ， 得 算术 平均 值 X 一 20. 005mm 并 视 为 被 测 轴 直 径 的 约定 真 值 , 则 用 千 
分 尺 测 基 存在 的 定 值 系统 误差 为 

A=20, 101 一 20.005= 十 0.005mm 

在 计量 量 值 传递 中 , 高 一 等 标准 仪器 对 低 一 等 (标准 ) 仪 器 的 计量 检定 ， 
实质 上 其 目的 就 是 利用 约定 真 值 的 概念 找 出 低 一 等 (标准 ) 仪 回 的 定 值 系统 
误差 。 

例如 : 厂 码 按 标 称 值 使 用 时 ,在 测量 结果 中 就 存在 由 于 夸 码 质量 固有 
误差 而 产生 的 定 值 系统 误差 , 找 出 这 一 误差 的 最 佳 方法 ,就 是 用 相应 的 高 
一 等 标准 夸 码 按照 计量 检定 规程 对 其 进行 计量 检定 确定 它 ， 

实验 对 比 检定 法 是 发 现 并 确定 定 值 系统 误差 最 有 将、 最 实用 和 最 常用 
的 方法 。 


二 、 残余 误差 观察 法 

残余 误差 观察 法 是 判别 发 现 变 信 系统 误差 的 一 种 直观 、 便捷 和 常用 的 
方法 。 

变 值 系统 误差 不 仅 对 测量 的 算术 平均 值 有 影响 , 而 且 对 残余 误差 v 和 
标准 差 s 也 有 影响 。 因此 可 根据 测量 的 残余 误差 和 误差 的 分 布 规 律 来 检验 
判别 测量 中 是 否 存在 变 值 系 统 误 差 ， 

残余 误差 观察 法 是 根据 测量 列 的 各 个 残余 误差 的 大 小 和 符号 的 变化 规 
律 , 直接 由 误差 数据 或 误差 曲线 图 形 来 判断 有 无 系统 误差 ,这 种 方法 主要 
适用 于 有 规律 变化 的 变 值 系统 误差 。 

设 对 某 量 在 同一 条 件 下 多 次 重复 测量 n 次 ， 得 测量 列 xz， x ，…，z,， 


第 三 和 


计算 算术 平均 值 和 三 余 误 莽 。 


系统 误差 的 发 现 方法 


一 一 Lo 
=1 


Hi 


T， 兰 下 一 下 


根据 测量 先后 顺序 , 将 测量 列 的 残 祭 误差 列 表 或 作 图 进行 观察 : 


(1) 车 残余 误差 w 大 体 上 正 负 相同 ， 且 无 明显 变化 规律 (图 3-4a) 则 可 
认为 测量 列 中 不 存在 系统 误差 。 
(2) 冰 残 余 误 差 v 按 近 似 的 线性 规律 递增 或 递减 (图 3-4b)， 则 可 判断 


测量 结果 列 中 存在 线性 系统 误差 。 


(3) 若 残余 误差 v 的 正 负 号 有 规律 的 轿 环 交替 变化 , 则 可 判断 测量 列 
中 存在 周期 性 变化 的 系统 误差 (图 3-4c)。 如 果 中 间 有 微小 波动 ， 则 说 明 随 


机 误差 的 影响 ， 


(5 


图 3-4 
【 例 3-1 对 某 一 物体 长 度 测量 10 次 ， 测 得 数据 并 计算 残余 误差， 如 
表 3-1 所 示 。 
表 3-1 
测量 顺序 1 襄 得 值 z, /im 残余 误 养 wm 
1 10. 5568 —0, 006 
2 10. 557 一 总 005 
3 | 10, 556 —D. O08 
4 10. 958 —0. 004 
5 10. 5680 | 一 0. 002 
6 10, 582 中 DO 
? 10. 564 0, GO2 
8 | 10, 56% i 0. O08 
9 10. 568 0. 006 
1 ]0 571 由 09 
n=10 人 — 1=10. 562 
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由 表 3-1 可 以 看 出 ,残余 误 益 的 大 小 明 最 地 由 小 递增 变 大 , 则 测量 列 
中 在 在 线性 系统 误差 ， 

【 例 3-2】 测量 一 电感 ， 所 得 测量 列 如 下 ，( 音 位; mH): 50. 74， 
50. 76, S50. 82, 50.85, 50.83, 50,74, 50, 75，50. 81，50. 85, 50. 85。 用 残 
余 误差 法 检验 此 测量 是 否 有 系统 误差 。 

解 : 计算 算术 平均 值 ”X=50. 80 

各 次 测量 的 残余 误差 为 

—0.06, —0.04, +0.02, +0.05, +0., 03， 

~—0,06, —0.05, 二 0.01, 二 0.05, 十 0.05， 

根据 残余 误差 列 作 ww 一 x 图， 如 图 3-5 所 东 、 可 看 出 存在 周期 性 变化 的 
系统 误差 ， 

本 | 


oo 


三 、 驴 列 科 夫 准则 


马列 科 夫 准则 是 发 现 线性 系统 误差 比较 有 效 的 方法 。 其 说 理 是 按 测 量 
先后 次 序 测量 列 前 一 半 的 歼 余 误差 求 和 与 后 一 半 测 量 列 的 残余 误差 和 之 
差 , 如 果 显 著 不 为 零 , 则 可 认为 测量 列 中 含有 线性 规律 变化 的 系统 误差 。 

设 对 某 量 在 同一 条 件 下 多 次 重复 测量 n 次, 将 测量 值 依次 排列 为 x ， 
za Zs。 计算 算术 平均 值 工 和 残余 误差 列 rm， 到，…， 节 ， 并 将 残余 误 
差 列 前 后 均等 分 成 两 组 ， 当 ?= 为 偶数 时 取 外 一 2z/2， 当 ?为 奇数 时 取 上 一 (na 十 


1D/2， 理 分 别 计算 出 两 组 残余 误差 和 iu 、》' w 以 及 差 值 4: 


A= Dv— Yi {3-10) 


车 差 值 显著 不 等 于 零 时 , 则 有 理由 认为 该 测量 列 中 含有 线性 系统 误差 。 该 
校 核 法 义 称 残余 误差 校 核 法 。 

【 例 3-3] 用 残余 误差 校 核 法 判别 例 3-1 测量 数据 中 是 否 存 在 线性 系 
统 误差 。 此 [时 n= 二 10, 此 =5，。 


第 三 节 系统 误差 的 发 现 方 去 


蕊 二 > 也 一 > VW 
= (—0,006—0,005—0.006—0,004—0.002)C— 
(0.00 二 0.002 十 0.0086 二 0.006 0.009) 
一 0.046 
差 值 4 显著 不 为 零 ,说明 测 量 列 中 含有 线性 系统 误差 。 
使 用 该 输 验 方法 时 必须 注意 ， 即 使 差 值 4 近似 等 于 零 ， 测 量 列 中 也 还 
有 可 能 存在 系统 误差 。 


四 、 计 算数 据 比 较 法 


对 同一 量 进行 多 组 测量 , 得 到 多 组 测量 数据 , 通过 计算 数据 比较 , 判断 
是 否 满足 随机 误差 条 件 ， 以 发 现 系统 误差 。 
设 对 同一 量 独 立 测量 得 m 组 结果 如 下 : 


lt Tes ss Tn ll， 5] 
Ta Ta pn To $2 
Tm Tm Tm Tray Nm 


其 中 二 ,ZY，…， Zw 为 每 组 的 算术 平均 值 , s,s, ，…，, 5s, 为 每 组 算术 平均 值 
的 标准 差 。 

则 任意 两 组 测量 结果 工 与 已 间 不 存在 系统 误 益 的 标志 是 ， 

EE 十 下 (3-11) 

【 例 3-4】 圭 莱 用 不 闻 方 法 制 取 气 , 测 得 算 气 相对 密度 平均 秆 及 其 标准 
差分 别 为 
由 化 学 法 制 取 气 Ti=2.299 71 5,=0,000 41 
由 大 气 中 提取 氮 =2,.310 22 $=0,00019 
两 平均 值 之 差 [zr—z1|=0. 010 51 
其 标准 差 Ve ts =v0.000 417+0.000 197—0.000 45 

2Vs i=2X0.000 45=0.000 90 

则 0.010 51>0. 000 90 

故 说 明 注 种 方法 所 得 到 的 结果 有 系统 误差 存在 。 雷 芋 在 分 析 并 排除 了 
由 于 操作 技术 引起 的 系统 误差 的 可 能 性 后 ,强调 了 两 种 方法 存在 的 差别 。 
从 而 导致 科学 家 们 进行 深入 的 研究 , 后 来 终于 发 现 了 空气 中 存在 情 性 气体 。 
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五 、 秩 和 检验 法 

对 其 一 被 测量 ， 若 独立 测 得 两 组 数据 
机 1 一 1 2， mr 
» =l,2, m,n, 


把 两 组 测量 数据 混合 后 , 按 数 值 大 小 顺序 重新 排列 ， 取 测量 次 数 较 少 的 那 
一 组 数据 , 数 出 它们 在 混合 列 中 的 次 序 ( 即 秩 ), 把 得 到 的 秩 求 和 , 即 得 到 秩 
和 了 。 若 


了 <T<T. (3-12} 
则 无 根据 怀疑 两 组 测量 数据 间 存 在 系统 误差 。 
式 中 所 用 的 界限 值 T- 和 了 ,可 根据 两 组 测量 数据 的 个 数 n.、n,， 一 
股 取 x.<<n,。 申 牧 和 检验 表 3-2 查 得 (显著 性 水 平 取 0, 05)。 
琳 3-2 


车 六 与 n, 大 于 10, 则 秩 和 个 已 近似 服从 正 态 分 布 


Te N (St td, CR (3-13) 


括号 中 第 一 项 为 数学 期 望 , 第 二 项 为 标准 差 , 此 时 界限 值 T. 和 了 T+ 可 由 
正 态 分 布 的 一 25p 十 2s 算出 (显著 性 水 平 取 0.05 ) 。 
【 例 3-5] 对 某 量 独立 测量 得 到 两 组 数据 如 下 ， 用 秩 和 检验 法 判别 两 组 
数据 间 有 无 系统 误差 。 
工 ， 20.3, 20.5, 21.0, 21.2, 21.4 
yy 20.4, 20.6, 21.1, 21.3 
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解 : 将 两 组 数据 混合 排列 成 表 3-3。 
表 3-3 


已 郑 二 5 nz 二 和 


计算 秩 和 了 T=? 十 4 十 6 十 8 二 20 
查 表 3-2 得 TT_=]3  T,=27 
因 T_ =13<T=20<T, 一 27 


故 无 根据 怀疑 两 组 数据 间 存 在 系统 误差 。 
六 ,检验 法 
对 某 一 被 测量 , 若 独 立 测 得 的 两 组 数据 均 服从 正 态 分 布 , 可 用 上 检验 法 


检验 两 组 数据 间 是 否 存在 系统 误差 。 其 检验 的 步骤 和 确定 的 依据 如 下 。 
若 独 立 测 得 两 组 数据 为 
L, t=], 2 + ns 
区 一 1，2，… 7 
且 它 们 服从 正 态 分 布 , 根据 两 组 数据 计算 ， 
= Dz 


Tt=l 


| 


"3 


1 
元 


1=1 


了 


1 总 ， 
2 | 
号 二 一 2 (x,C— 区) 


:__l 总 一 ， 
$y Di y) 


则 


nN, (ny +n, 一 人) _ 
‘7 DY 3714) 


为 服从 自由 度 vy 二 n; 十 ,一 2 的 + 分布 变 量 , 取 显 著 度 a, 由 :分 布 表 ( 附 表 
1) 查 如 | 之 i.) 二 a 中 4 与 实测 数据 计算 + 值 比较 , 车 满足 |#j <<x。， 则 无 根 
据 怀 疑 两 组 数据 间 存 在 系统 误差。 

【 例 3-6】 对 某 量 测 得 两 组 数据 
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xz, 10.2, 10.6, 10.3, 10.9, 11.0, 11.1, 10.8 
y 9.8,10.0, 11.4,10.8, 11.2,10.4 
用 分布 检 验 法 判别 两 组 数据 间 是 否 存在 系统 误差 ， 


解 : 
7 一 广 DDz = 10.7 
5= y= 10.6 
= 0.12 


$= := 0.42 


7X8X(7 十 6 一 2 一 0 36 
C46 XBOXKO. 12+5X0,.42) 


由 y=? 十 6 一 2 二 11 及 取 w=0.05, 得 上 分 布 表 ( 附 囊 1 得 到 一 2. 20 
比较 |t|=0. 36<i =2.20 
故 无 根据 怀疑 两 组 测量 数据 间 存 在 系统 误差 。 

由 于 产生 系统 误差 的 原因 很 复杂 , 影响 系统 误差 的 因素 也 是 多 方面 的 ， 
故 系统 误差 的 发 现 方 法 也 较 多 , 除 以 上 介绍 的 几 种 常用 方法 外 ， 在 实际 测 
量 中 还 可 有 一 些 其 他 发 现 方法 , 这 里 不 再 详 述 。 

上 述 发 现 方法 中 , 各 具有 不 同 的 特点 , 但 都 有 一 定 的 局 限 性 。 实 验 对 
比 检定 法 是 发 现 并 确定 定 值 系统 误差 最 有 效 , 最 实用 和 最 常用 的 方法 ， 也 
是 发 现 其 他 系统 误差 的 有 效 方法 。 但 由 于 这 种 方法 需要 相应 的 更 高 准确 度 
测量 仪器 和 更 好 的 测量 条 忻 ， 因 面 其 应 用 受到 限制 。 残余 误差 观察 法 是 发 
现 组 内 系统 误差 的 有 效 方法 ,一般 情 况 下 和 丝 可 应 用 , 但 它 发 现 不 了 定 值 系 
统 误差 。 残 余 误差 校 核 法 、 两 贝 一 替 尔 默 淮 则 、 计 算数 据 比 较 法 、 秩 和 检验 
法 和 +# 检验 法 都 是 在 一 定 的 条 件 下 针对 某 一 种 系统 误差 存在 判别 才 有 效 ， 
反之 则 不 一 定 。 更 不 能 告诉 我 们 系统 误差 产生 的 章 因 和 具体 的 量 值 大 小 ， 
它 只 能 给 测量 者 提供 一 个 可 能 存在 某 种 系统 误差 的 信息 。 尽 管 如 此 ， 系 统 
误差 发 现 方法 的 研究 将 有 助 于 系统 误差 的 减弱 和 消除 。 
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系统 误差 虽 有 确定 规律 ， 但 却 不 比 “ 无 规律 的 随机 误差 ?更 易 分 析 处 理 。 
对 任 一 次 测量 值 来 说 , 随机 误差 毫 无 规律 , 但 在 多 次 测量 结果 中 却 服从 统 
计 规 律 。 因 此 , 对 随机 误差 可 用 窒 率 统计 的 理论 方法 进行 处 理 。 系 统 误差 


t=t10.7—10. Ox 
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虽 有 规律 , 但 这 种 确定 规律 与 测量 时 的 测量 装置 、 测量 条 件 和 测量 方法 紧 
密 联 系 ， 种 类 繁多 , 再 加 之 大 们 对 系统 误差 的 研究 还 很 不 充分 ， 所 以 对 系统 
误 莽 的 处 理 , 还 没有 统一 的 理论 和 登 对 随机 误差 那样 可 以 通用 的 处 理 方法 ， 
只 能 针对 上 县 体 的 测量 情况 , 采用 相应 的 测试 技术 措施 来 减弱 或 消除 它 对 尖 
量 结果 的 影响 。 由 此 可 知 ， 对 系统 误差 处 理 的 得 当 与 否 主 要 是 技术 。 它 取 
决 于 测量 者 的 经 验 、 知识 和 技能 。 

对 于 系统 误差 处 理 方法 的 研究 ,已 日 益 受 到 人 们 的 重视 。 可 以 预见 ， 
随 着 对 系统 误差 的 研究 逐渐 深入 ， 处理 方法 将 会 得 到 完善 进而 推动 测试 
技术 的 进一步 发 展 。 

一 、 消 除 系统 误差 的 措施 

在 测量 过 程 中 , 若 发 现存 在 系统 误差 , 为 了 减弱 或 消除 它 对 测量 结果 
的 影响 , 处 理 措施 可 从 如 下 几 个 方面 考虑 ， 

1. 从 产生 误差 根源 上 消除 系统 误差 

用 排除 误差 源 的 方法 消除 系统 误差 是 最 理想 的 方法 。 测 量 者 在 进行 测 
量 之 前 ,对 所 采用 的 测量 装置 、 测量 方法 ,现场 测 置 环境 条 件 等 诸 方面 分 别 
进行 仔细 的 分 析 和 研究 ， 尽 可 能 找 出 产生 系统 误差 的 因素 ， 并 采取 相应 的 
技术 措施 。 将 系统 误差 从 产生 的 根源 主 加 以 消除 或 减弱 到 可 忽略 的 程度 ， 
例如 , 在 测量 之 前 检查 所 使 用 的 测量 仪器 是 谷 经 过 检定 并 具有 有 效 检定 周 
期 的 检定 证 书 , 车 有 效 期 已 过 , 应 重新 检定 ; 对 需要 调整 零 位 的 测量 仪器 ， 
检查 其 是 否 已 准确 调整 到 零 位 等 。 

2. 利用 加 眉 正 值 的 方法 消除 系统 误差 

对 于 某 些 事先 通过 分 析 或 实验 可 以 确 知 误差 的 大 小 和 方向 的 恒定 系统 
误差 , 可 以 利用 对 测量 结果 加 修正 值 的 方法 来 减弱 或 消除 系统 误差 对 测量 
结果 的 影响 。 

修正 值 是 这 样 的 一 个 值 ; 它 的 大 小 与 定 值 系统 误差 的 值 相 等 但 符号 相 
反 。 
为 了 求 得 修正 值 ， 最 常用 的 方法 是 对 所 使 用 的 测量 器 具 进 行 检定 ， 殉 
定 该 测量 器 共 的 承 值 相对 计量 标准 器 的 差异 ， 然 后 将 这 一 数值 给 予 相反 的 
符号 ， 

例如 ， 标 称 质量 为 1kg 的 标准 夸 码 , 它 的 实际 质量 并 不 正好 等 于 1kg， 
而 是 有 一 个 系统 误差 e 存在 。 若 按 标 称 质量 使 用 , 将 对 测量 值 产生 e 的 恒定 
系统 误差 。 为 了 消除 这 一 误差 , 我 们 可 对 标准 夸 码 用 高 一 等 标准 夸 码 在 天 
平 上 进行 检定 , 殉 定 示 值 误差 的 大 小 e:。 然 后 将 e 蜡 导 ， 即 为 标准 硅 码 标 称 
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质量 的 修正 值 。 使 用 标准 球 码 进行 质量 测量 时 ， 其 测量 结果 应 为 标 称 值 
lkg 与 修正 值 一 的 总 和 ， 即 
m= [1+(—e) Jkg 

这 样 处 理 后 , 在 测量 结果 中 不 再 含有 恒定 系统 误差 。 的 影响 ， 

3. 选择 适当 的 测量 方法 消除 系统 误差 

在 测量 过 程 中 , 根据 系统 误差 的 性 质 , 果 取 一 定 的 技术 措施 , 选择 适当 
的 测量 方法 ,使 测 得 值 中 的 系统 误差 在 测量 过 程 中 相互 抵消 而 不 带 入 测量 
结果 之 中 ,从 而 实现 减弱 或 消除 系统 误差 的 目的 。 几 种 消除 系统 误差 的 典 
型 方法 将 在 后 续 部 分 介绍 。 


二 、 恒定 系统 误差 的 减弱 和 消除 方法 


对 于 通过 分 析 和 实验 可 以 确 知 其 大 小 和 方向 的 恒定 系统 误差 , 可 以 采 
用 加 收 正 值 的 方法 消 贬 其 影响 。 而 对 那些 不 舅 确定 大 小 的 御 定 系统 误差 ， 
或 采用 加 修正 值 方法 比较 繁琐 的 恒定 系统 误差 ,可 采用 适当 的 测量 方法 ， 
使 系统 误差 在 测量 过 程 中 予以 消除 。 

常用 的 消除 方法 有 : 


1, 准 居 测量 法 


在 测量 装置 上 对 被 测量 进行 测量 
后 , 不 改变 测量 条 件 , 立即 用 一 同性 质 
的 已 知 标准 量 代 痊 被 测量 进行 同样 的 
测量 , 并 使 测量 仪器 的 指示 保持 不 变 ， 
用 替代 的 标准 量 作 为 被 测量 的 测 喇 结 
果 。 这 样 , 就 使 得 测量 中 存在 的 恒定 系 
统 误差 消除 在 测量 过 程 之 中 。 

【 例 3-7】 应 用 替代 法 消除 但 定 系 
统 谋 差 最 典型 的 例 于 是 利用 精密 天 平 
称 量 物体 的 质量 ,如 图 3-6 所 示 。 设 被 
测 质量 为 wm、 天平 两 句 长 分 别 为 a 和 
es， 当 天平 达 到 平衡 时 所 加 标准 夸 码 质 
量 为 M。 根 据 力 矩 平衡 原理 有 : 


二 入 M (3-15) 
| 


图 3-6 由 于 天 平 制造 加 工 误差 的 存在 ,两 辟 长 
a 和 a 不 可 能 绝对 相等 ( 即 e 关 as)， 若 用 M 来 作为 被 测 物体 的 质量 , 则 存 
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在 管 长 不 等 带 来 的 恒定 系统 误差 。 为 了 消除 这 一 误差 可 用 震 代 测量 法 , 具 
体 方法 如 于: 
将 被 测 质量 mm 与 标准 夸 码 M 平衡 , 则 有 


m= 空 M 
全 1 
然后 用 质量 为 W 的 标准 硅 玛 在 代 被 测 质量 x , 使 天 平 重新 平衡 ,， 则 有 
Ma=M.a, 《3-16) 
M 一 至 M 
[ed | 
所 以 m= MM (3-]7) 


这 样 就 消除 了 由 于 天 平 不 等 兽性 所 致 的 恒定 系统 误差 。 

【 例 3-8】 替代 测量 法 在 电学 计量 中 也 有 应 用 。 例 如 ,在 电 桥 上 测量 电 
盟 就 是 采用 等 代 测量 法 ， 测量 原理 示 重 图 如 图 3-7 所 示 。 当 电 括 的 两 侧 端 
口 A, 召 接 人 恋 测 量 电阻 只 - 时 ， 调节 其 他 各 辟 电 阻 之 值 , 使 电 桥 平衡 , 有 


{3-18) 


图 3-7 
此 时 R, 的 值 受 各 桥 臂 电阻 自身 的 便 定 系统 误 莽 es ，sz，e 的 影响 , 而 使 被 
测 电阻 Re 产生 s: 的 误差 。 其 误差 闻 的 关系 可 用 如 下 关系 式 家 示 : 


(3-19) 


保持 各 可 调 元 件 不 动 , 在 A, B 处 用 标准 可 调 电阻 R, 替代 被 测 电阻 
尺 ;， 调节 其 图 值 大 小 , 使 电 桥 重新 平衡 , 于 是 可 得 
RR 
及 
所 以 R.=R, (3-21) 
这 样 ,在 测量 结果 中 ,就 消除 了 各 臂 桥 阻 的 误差 的 影响 。 该 测量 方法 
要 求 检 流 计 G 有 足够 高 的 灵敏度 和 各 电阻 在 苦 代 过 程 中 保持 稳定 不 变 ， 


R, = (3-20) 
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替代 测量 法 在 长 度 计 量 等 方面 也 常 被 采用 。 

2. 异 号 测量 法 

异 号 测量 法 是 对 被 测量 进行 一 次 测量 后 ,改变 测量 中 的 某 些 条 件 ( 如 测 
量 方 向 、 电压 极 性 等 ), 进行 再 次 测量 , 使 得 两 种 条 件 下 的 测量 结果 中 出 现 
的 恒定 系统 误差 的 大 小 相等 , 符号 相反 ， 取 两 次 测量 值 的 平均 值 作 为 测量 
结果 , 即 


已 (3-22) 


(Xo 十 e) 十 (KX —e} 
2 


式 中 ; Xe 一 -第 一 次 测量 值 ， 
Xe 一 es -第 二 次 测量 值 。 
使 值 定 系统 误差 在 测量 过 程 中 相互 抵消 ， 

异 号 测量 法 是 消除 恒定 系统 误差 的 多 一 有 效 方法 。 当 已 知 某 种 产生 恒 
定 系 统 误差 的 因素 , 而 又 无 法 从 产生 根源 消除 且 难 以 确定 其 大 小 时 , 通常 
串 考虑 采用 异 号 测量 法 ， 

【 例 3-9] 在 长 度 计 量 仪器 中 , 测 微 仪 有 空 行程 ， 即 螺旋 旋转 时 ， 刻 度 
变化 但 测量 杆 不 动 , 从 而 给 测量 带 来 恒定 系统 误差 为 了 消除 这 一 系统 误 
其 ,可 以 采用 两 个 方向 对 线 的 异 号 测量 法 。 第 一 次 顺 时 针对 准 标 志 读 数 
1， 着 设 不 会 系统 误差 的 正确 该 数 为 XX。, 空 行程 引起 的 恒定 系统 误差 为 。， 
则 有 


zi Kte (3-23) 
青 逆 时 针 方向 旋转 对 准 标志 读数 z;, 则 有 

Xz 一 KE (3-24) 
取 两 次 测量 (读数 ) 平 均值 

X= (3-25) 


为 测量 结果 , 不 再 含有 空 行程 引起 的 恒定 系统 误差 。 

【 例 3-10] 在 电学 计量 中 , 使 用 检 流 计 进 行 电 测量 时 , 也 常 使 用 异 号 
测量 法 。 这 是 因为 在 电 测 量 时 , 由 于 各 部 分 温度 不 一 致 而 出 现 热电 流 , 致 
使 检 流 计 示 值 失真 , 见 图 3-7, 如 果 这 些 热 电流 具有 固定 的 值 , 就 会 给 测量 
结 黑 带 来 恒定 系统 误差 。 为 了 消除 这 一 系统 误差 的 影响 ,可 以 先 在 纵 定 的 
电流 方 问 情况 下 读 取 检 流 计 示 值 ， 设 热 电流 引起 的 示 值 误差 为 e, 检 流 计 
电路 中 有 效 工作 电流 所 引起 的 示 值 为 1,， 则 有 

= +e 

表 改 变 给 定 电流 方向 读 取 检 流 计 示 秆 为 f ,此 时 检 流 计 电 路 中 有 效 工 

作 电 流 所 引起 的 示 值 为 一 加， 看 热电 流 引起 的 示 值 误差 不 变 , 则 有 
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I = 一 了 仙 十 & 
取 两 次 读数 的 差 什 
1 hh 
2 
作为 测量 结果 , 这 样 就 消除 了 热电 流 带 来 的 恒定 系统 误差 
又 如 , 用 所 流 表 测 量 器 电流 时 ,如果 怀疑 周围 的 磁场 可 能 对 测量 结果 
引入 恒定 系统 误差 , 可 以 把 电流 表 方 向 水 平 旋转 180" 再 测量 一 次 , 取 两 次 
读数 的 平均 值 ， 可 抵消 外 磁场 引入 的 恒定 系统 误差 。 这 种 测量 法 实质 上 也 
基 异 号 测量 法 。 
3. 变换 测量 法 


交换 测量 法 就 是 把 被 测量 与 标准 量 的 位 置 互 换 ， 进 行 两 次 测量 ,使 产 
生 恒定 系统 误差 的 因素 对 测量 结果 的 影响 起 相反 作用 ,从 而 达到 消除 恒定 
系统 误差 的 目的 。 

【 例 3-11】 用 天 平和 竺 码 按 高 斯 双重 称 量 法 测定 质量 就 是 交换 测量 法 
的 具体 运用 。 图 3-8 是 高 斯 双重 称 量 法 的 测量 示意 图 。 首 先 将 被 测 质量 各 
放 在 左 盘 ,标准 夸 码 好 放 在 右 盘 , 使 之 平衡 有 


m*a = Mu 


m= EM (3-26) 
dai 


图 3-8 
然后 将 被 测 质 量 和 标准 夸 码 左右 位 置 互 换 , 重 新 测量 。 由 于 天 平 两 臂 不 
相等 ,必须 调整 标准 破 码 的 质量 为 M =JM 十 AM, 使 得 天 平 重新 平衡 , 则 有 
Ma=me: a 
mm 一 LM (3-27) 
将 式 (3-26) 和 式 (3-27) 等 式 两 边 分 别 相 乘 ,得 


由 一 AM AT (3-28) 


32 


第 3 章 杀 统 误差 


中 一 


以 此 作为 测量 结果 ,不 再 含有 由 于 天 平 不 等 吾 而 产生 的 恒定 系统 误 莹 。 

长 度 计量 中 用 标准 线 纹 只 检定 低 一 等 级 线 纹 尺 时 ,， 如 果 其 中 尾 一 个 读 
数 显微镜 的 光 轴 有 缴 小 倾斜 ， 就 会 给 测量 结果 带 来 恒定 系统 误差 , 因而 在 
第 -次 测量 后 , 再 将 标准 尺 与 被 检 尺 的 位 置 相 互 交 换 进行 第 二 次 测量 ， 取 
现 次 测 得 值 的 平均 值 作为 测量 结果 。 即 可 使 测量 中 可 能 产生 的 恒定 系统 误 
莽 相 互 抵消 。 

在 电 测量 中 利用 平生 电 桥 测量 未 知 电阻 值 ,为 消除 电 桥 比 例 璧 电阻 不 
等 给 测量 结果 带 来 的 恒定 系统 误差 ,采用 将 被 测 电 阻 R, 与 标准 可 变 电 阻 忆 ， 


豆 换 位 置 进行 两 次 测量 ,到 Ry R,， kk 为 测量 结果 ， 即 为 交换 测量 法 。 
三 、 变 值 系统 误差 的 减弱 和 消除 方法 


1， 线 性 系统 误差 消除 法 一 一 对 称 测 量 法 
对 称 测量 法 是 减弱 或 消除 线性 系统 误差 的 一 种 有 效 方法 。 如 果 测 量 过 
程 中 存在 随时 间或 其 他 因素 成 线性 规律 变化 的 系统 误差 ， 如 图 3-9 所 示 ， 
可 选 定 某 一 时 刻 点 为 中 心 ， 则 与 此 时 刻 点 对 称 的 任何 两 个 时 刻 的 系统 误 盖 
的 平均 值 曾 等 于 中 点 时 刻 的 误差 什 ， 妈 
ttes tte 


一 €s {3-29》 


2 2 


图 3-9 
根据 这 种 性 质 , 可 将 测量 程序 对 称 安排 ( 即 为 ABCBA 程序 ), 取 对 称 两 
点 的 两 次 测量 值 的 平均 值 作为 一 个 测量 值 , 这 样 就 把 线性 变化 的 系统 误差 
转化 为 可 收 正 的 恒定 系统 误差 。 当 选 择 中 点 的 系统 误差 什 为 零 时 , 测量 结 
果 中 不 存在 系统 误差 , 以 此 达到 消除 线性 系统 误差 的 莫 的 。 
【 例 3-12】 在 电学 计量 中 , 用 电位 计 测量 电动 势 时 如 图 3-10 所 示 , 在 
吕 位 计 的 工作 电流 回路 中 ， 鞋 电池 号 的 放电 电流 六 随 着 放电 时 间 而 线性 降 
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低 , 从 市 引起 线性 递减 的 系统 误差 。 为 了 消除 这 一 误差 , 测量 时 可 采用 对 
称 测量 法 具体 步 骤 如 下 ， 


图 3-10 
首先 将 开关 KK 和 a 接 通 , 调整 电阻 R,, 平衡 标准 电池 的 电动 势 已 ,此 
时 检 流 计 人 上 的 电流 为 零 。 设 电位 计 回路 的 工作 电流 为 ,十 A ， 则 得 


EF 
二 = hb Al (3-30) 


然后 将 和 b 接 通 , 用 测量 电阻 R; 平衡 被 测量 的 电动 势 户 :， 想 定 工 
作 电 流 担 持 不 变 ,， 则 有 。 
FE 


RE 三 忆 十 AD (3-31) 
比较 上 面 两 式 , 可 得 
人 症 一 十 (3-32) 
即 -=ReE， (3-33) 


然而 ， 在 实际 测量 中 ,车 电 犯 三 的 电压 随 放 电 时 间 而 逐渐 下 降 。 设 工 
作 电 流 随 时 间 成 比例 的 减 小 到 十 Aza， 即 


E 
Fa 三 上 十 Al (3-34) 


为 了 消除 由 工作 电流 下 降 带 来 的 线性 系统 误差, 可 将 K 与 a 沽 次 接 通 ， 以 
民 代 圭 R,， 再 次 章 新 平衡 标准 电池 的 电动 势 已,， 这 时 工作 电流 变 为 环 十 
4 ， 即 有 


名 一 五 十 AD (3-35) 
使 任 章 两 次 测量 的 时 间 间 隔 相 等 , 于 是 有 
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=- 


FAD FAD) = A (3-36) 
1 四 
1 .11 1|_E - 
即 站 | RE (3-37) 
R,CR, +R') 
= 一 一- (3-38) 
2R,R' 
R, 二 RR’ 2 (CR, 二 TR’) 
而 = 一 一 一 :一 一 一 一 (3-39) 
2RR 中 十 R 4RR 
当 R, 与 R, 相差 很 小 时 
CR, R'sARR’ (3-40) 
2R, 
故 已 一 -一 一 上 (3-41) 
RR, 十 RR 


E, 作为 最 后 测量 结果 , 不 再 含有 线性 系统 误差 。 

【 例 3-13】 在 力学 计量 中 , 用 天 平和 硅 码 测定 质量 时 ， 由 于 和 天平 两 辟 
攻 之 比 受 温度 等 影响 , 而 使 测量 结果 产生 随时 间 变 化 的 线性 系统 误差 。 为 
六 消除 这 一 误差 可 采用 对 称 测量 法 。 

具体 步 又 如 下 ， 

第 一 次 用 被 测量 mm 与 平衡 物 M 平衡 ; 

第 二 次 用 标准 桂 码 邮 与 平衡 物 M 平衡 ， 

第 三 次 再 用 标准 硅 码 M 与 平衡 物 M 平衡 ,由 于 线性 系统 误差 的 影响 ， 
M 天 邮 而 存在 一 差 值 AM , 即 好 一 对 十 AM ， 

第 四 次 再 用 被 测量 并 调整 其 值 为 m 二 1m 十 AM 与 平衡 物 MM 平 衡 (AM 
为 加 减 小 硅 码 ， 其 值 为 已 知 )。 。 

测量 时 只 要 满足 时 间 间 隔 志 一 志 二 二 一 志 的 关系 ， 取 对 称 点 为 (zs 十) 
2 或 二 十 4)72， 取 两 次 对 称 测量 平均 值 , 有 

m+tm MM 
2 2 

整理 mt+mt+AM =M TM + AM {3-43) 
m=M’ + SM AM 


M (3-42) 


《3-4 和 4) 


这 个 测量 结果 中 不 再 含有 线性 系统 误差 。 

我 们 把 上 述 的 测量 程序 简称 为 ”mM"M 'm”， 同样 还 可 采用 “MmamM"* 
程序 达到 同样 的 目的 。 

【 例 3-14】〗 在 长 度 计量 中 , 检定 量 块 平 而 平行 性 时 , 也 是 利用 对 称 测 
量 法 来 消除 由 于 温度 变化 而 引起 的 线性 系统 误差 。 如 图 3-11 所 示 ， 先 从 标 
准 量 块 A 的 中 心 点 o 调 零 , 然后 对 被 检 基 块 孔 按 o abed 的 顺序 逐 点 检定 ， 
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然后 此 按 dcbao 的 相反 顺序 进行 检定 ， 
取 正 反 两 次 读数 的 平均 伪作 为 各 点 的 
测 基 结果, 即 可 消除 因 温 度 变 化 而 引起 
的 线性 系统 误差 。 

对 称 测量 法 是 一 种 很 好 的 测量 方 
法 。 它 可 以 有 效 地 消除 随时 间或 其 他 
因素 变化 的 线性 系统 误差 。 测 量 中 的 
很 多 误差 都 随时 间 变 化 , 且 在 短 时 间 内 
均 可 认为 是 线性 变化 , 即使 复杂 规律 变 
化 的 系统 误差 , 其 一 次 近似 也 可 视 为 线 
性 误差 。 因 此 ,对 于 一 切 高 准确 度 的 测量 , 均 宜 采用 对 浆 测 量 法 ， 

2， 周期 性 系统 误差 消除 法 一 一 半 周 期 偶数 测量 法 

所 谓 的 半音 期 偶数 测量 法 就 是 按 系 统 误 差 变化 的 半 个 周期 进行 一 次 测 
量 ， 每 个 周期 内 能 得 到 两 个 测 得 值 , 取 平 均值 作为 测量 结果 , 实现 消除 测量 
中 的 周期 性 系统 误 善 的 月 的 。 

周期 性 系统 误差 一 般 可 表示 为 

27 


日 = asin( Rt) (3-45) 


图 3-11 


式 中 : a 一 一 常数 ， 
一 一 误差 变化 周期 ; 
上 一 一 决定 周期 性 误差 的 参量 (例如 时 间 、 角 度 等 )。 
当 : 为 任 一 值 m 时 , 有 


eu 一 asin( St, ) (3-46) 
当 上 由 加 经 过 半 个 周期 了 /2 时 。 即 i= 十 Ti2 时 , 有 
sc = asin( Ft)=—a (3-47) 
取 两 次 测量 误差 的 平均 值 


如 十 ee _ Ee 
2 2 


由 此 可 见 ， 在 测 得 一 个 测量 值 后 ， 相隔 半 个 周期 再 测 一 次 , 职 两 次 测量 值 的 
平均 值 作为 测量 结果 , 即 可 消除 周期 性 系统 误差 。 

由 于 仪表 指针 回转 中 心 与 贺 形 刻度 盘 中 心 不 重 合 等 引起 的 周期 性 系统 
误差 ,都 可 用 半 周 期 偶数 测量 法 予以 消除 。 例 如 , 半 央 期 侦 数 测量 法 广泛 
应 用 于 测 角 仪器 上 。 由 于 测 角 仪 只 上 度 盘 与 仪器 的 转轴 不 能 做 到 绝对 同 
心 , 会 引起 按 正 弦 规 律 变化 的 周期 性 系统 误差 ， 为 了 消除 这 一 系统 误差， 


一 此 《3-48》 
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通常 在 测 角 仪器 上 , 在 度 盘 对 径 的 两 个 刻度 上 各 装 一 个 读数 显微镜 ， 用 以 
进行 半 周 期 偶数 测量 。 这 种 测量 方法 又 称 对 径 测 量 法， 

3, 复杂 规律 变化 的 系统 误差 消除 法 一 一 级 合 测 量 法 

组 合 测 量 法 是 消除 按 复杂 规律 变化 的 系统 误差 的 -~ 种 有 效 方 法 。 所 谓 
组 合 测量 法 就 是 对 一 组 相互 之 间 有 依赖 关系 的 被 测量 进行 一 系列 不 同 组 合 
的 直接 测量 和 间接 测量 , 得 到 一 组 具有 一 定数 党 关系 的 方程 组 , 求解 其 方 
程 组 确定 被 测量 的 量 值 。 在 测量 过 程 中 , 使 得 某 些 系统 误差 的 出 现 规律 转 
变 为 随机 性 ， 即 把 系统 误差 随机 化 ， 以 减弱 或 消除 系统 误差 对 测量 结果 的 
影响 。 

对 于 一 些 按 复杂 规律 变化 的 系统 误差 ， 当 不 便 分 析 它 们 或 分 析 需 耗费 
大 量 劳 动 和 时 间 时 , 常常 采用 组 全 测量 法 来 消除 它们 。 例 如 长 度 计量 中 用 
于 检定 线 纹 尺 的 组 合 定 标 法 和 度 盘 测量 中 的 定 角 组 合 测量 法 以 及 力学 计量 
中 检定 夸 码 的 组 合 测量 法 ， 都 是 这 种 方法 的 其 体 运用 实例 。 

上 面 介 绍 的 系统 误差 减弱 和 消 队 方法 , 仅 是 测量 常用 的 几 种 方法 。 由 
于 产生 系统 误差 的 因素 很 多 ， 系 统 误差 的 种 类 繁多 , 其 测量 方法 也 很 多 。 
随 着 计量 科学 技术 的 发 展 ,消除 系统 误差 的 新 方法 也 不 断 涌现 。 例 如 ,由 
于 自动 化 测试 技术 的 发 展 和 各 种 微 处 理 机 的 应 用 ， 人 们 可 以 用 反馈 修正 法 
作为 消除 变 值 系统 误差 (包括 一 部 分 随机 误差 ) 的 有 效 乎 段 。 当 查 明 某 种 误 
差 因素 的 变化 (如 某 种 形式 的 位 移 变化 、 温度 、 气压 及 介质 折射 率 的 变化 ， 
等 等 ) 对 测量 结果 有 较 复 杂 的 影响 时 , 就 尽 可 能 找 出 其 影响 测量 结果 的 函数 
关系 或 近似 函数 关系 ， 在 测量 过 程 中 用 传感器 将 这 些 误 差 因素 的 变化 ， 转 
换 成 某 种 物理 量 ( 一 般 为 电量 )， 按 照 其 函数 关系 或 由 计算 机 计算 出 影响 测 
量 结果 的 误差 什 ， 从 测量 结果 中 自行 修正 。 如 我 国 研制 的 激光 光波 比 长 仪 ， 
就 是 采用 反馈 修正 法 来 修正 由 于 气压 、 空 气 折射 等 误差 因素 对 测量 结果 的 
影响 的 。 

四 、 系 统 误差 的 消除 准则 

无 论 采 用 嘱 种 系统 误差 的 消除 方法 ,进行 多 少 次 测量 ,都 不 能 把 系统 
误差 全 部 消除 ， 即 最 终 测 量 结果 总 会 残留 一 部 分 系统 误差 。 这 是 由 于 科学 
技术 水 平 的 限制 , 使 得 测量 仪器 设计 、 制造 不 完善 , 测量 方法 不 产 密 及 人 为 
因素 所 致 。 例 如 , 在 计量 检定 中 , 不 论 采 取 什么 测量 方法 , 仪器 的 灵 繁 度 总 
是 有 限 的 , 还 有 标准 器 本 身 的 误差 以 及 其 他 影响 , 不 可 避免 地 存在 系统 误 
差 的 残余 部 分 。 在 实际 测量 中 , 只 能 把 系统 误差 减弱 到 某 种 程度 , 数 使 它 
们 对 测量 结果 的 影响 减 小 到 可 以 忽略 不 计 。 这 时 就 认为 系统 误差 已 被 消 
除 。 


习题 二 


但 是 问题 在 于 残余 系统 误差 其 数值 究 竞 小 到 什么 程度 才 可 以 认为 忽 
略 不 计 呢 ? 这 是 经 常 遇 到 的 实际 问题 。 

假设 最 后 残留 的 系统 误差 为 e,, 根据 保留 有 效 数字 的 会 人 原则 ,只 蓝 当 
les | 不 超过 总 的 系统 误差 的 绝对 值 |e| 的 有 效 数字 最 后 一 位 数 的 172 个 单位 
时 ,， 即 可 会 去 g 不 计 ， 于 是 可 推论 出 消除 系统 误差 的 具体 准则 如 下 、: 

(1) 当 总 系统 误差 6 用 一 位 有 效 数字 表示 时 , 若 


el< 了 5 (3-49) 


由 5 即 可 忽略 不 计 。 
(2) 当 总 系统 误差 6 用 两 位 有 效 数字 表示 时 , 若 


1 0; , 
| ey | 2 “700 0. 005 | & | (3-50) 


则 ss 即 可 忽略 不 计 。 

当 线 余 系统 误差 6 满足 上 述 准 则 后 , 就 认为 对 测量 结果 无 影响 ,一 般 
也 就 不 需要 再 采取 其 他 专门 措施 去 进一步 减 小 测量 过 程 中 的 系统 误差 ， 因 
为 更 进一步 减 哗 系统 误差 不 仅 因 难 , 而 且 无 济 于 事 .。 


习题 二 


3-1 系统 误差 有 哪些 特征 ? 

3-2 系统 误差 和 随机 误差 的 异同 点 有 哪些 ? 

3-3 对 某 量 测 量 时 , 车 残余 误差 和 等 于 零 , 是否 说 明 测量 值 就 … 定 不 含有 系统 误 
善 ? 为 什么 ? 

3-4 测量 中 发 现 系统 误差 是 好 事 还 是 坏 圳 ? 为 什么 ? 

3-5 已 定 茶 统 误差 的 不 确定 度 为 多 少 , 为 什么 ? 

3 总结 系统 误差 的 一 般 处 理 原 则 ， 

3-7 已 知 某 测 最 系统 含有 恒定 系统 误差 es= 十 . 3, 用 该 测量 系统 测量 某 物 理 最 ， 
得 测量 算术 平均 值 z=10. 5, 不 确定 度 枯 计 为 上 =0.1, 取 有 一 2， 写 出 测量 结果 。 
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第 奉 章 
粗大 误差 


2 


超出 在 规定 条 件 下 预期 的 误差 称 为 粗大 误差 。 粗大 误差 的 绝对 值 与 油 
量 列 中 其 他 浏 得 值 的 误差 分 量 相 比 明显 篇 大 ,， 即 明显 和 焉 曲 测量 结果 。 含 有 
粗大 误差 的 测量 值 称 为 异常 值 或 坏 值 , 也 称 离 群 值 ， 在 测量 数据 处 理 时 ， 
对 于 异常 值 必须 耶 以 剔除 


第 一 节 粗大 误差 产生 的 原因 


粗大 误差 主要 是 测量 过 程 中 某 些 意外 发 生 的 不 正常 因素 造成 的 , 可 归 
纳 为 如 下 两 个 方面 。 


一 、 测 量 人 员 的 主观 因素 


这 主要 是 由 于 测量 者 在 测量 时 的 疏忽 造成 错误 读 取 示 值 ,错误 记录 测 
量 值 ， 错误 计算 和 错误 操作 以 及 使 用 有 缺陷 的 计量 器 具 等 人 为 因素 引起 的 
粗大 误差 。 这 是 产生 粗大 误差 的 主要 原因 。 

例如 ,选用 未 经 计 其 检定 的 计量 器 具 进行 测量 ,记录 测量 数据 时 错 把 
小 数 点 移 位 等 引起 的 误差 均 局 测量 人 员 主 观 因素 造成 的 粗大 误差 。 


二 、 外 界 条 件 的 客观 因素 


测量 过 程 中 ,由 于 测量 条 件 发 生意 外 的 突变 引起 测量 仪器 示 值 的 突然 
跳动 面 产生 粗大 误差 。 例 如 , 测量 过 程 中 遇 到 机 械 冲 击 振动 , 温度 的 又 升 
和 又 降 及 外 界 强 电磁 场 的 于 扰 ， 等 等 ， 此 时 得 到 的 测量 值 , 均 为 含有 粗大 误 
差 的 异常 值 ， 

提高 测量 人 员 的 技术 水 平 ， 墙 养 严谨 的 科学 态度 和 工作 作风 ， 加强 责 
任 心 ， 保 证 测量 条 件 在 整个 测量 过 程 中 的 稳定 ， 吉 免 在 外 界 条 件 剧 烈 变 化 
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时 进行 测量 等 ， 可 使 粗大 误差 产生 的 宙 会 大 为 减少 。 


第 二 太 可疑 值 处 理 的 基本 原则 


在 等 精度 多 次 重复 测量 过 程 中 ， 有 时 会 发 现 一 两 个 测 得 值 偏离 其 测量 
算术 平均 值 较 大 ， 即 该 测 得 值 的 残余 误差 的 绝对 值 较 太 , 因而 特别 可 疑 。 
对 于 这 样 的 可 颖 测量 值 , 究竟 是 正常 测量 条 件 下 由 于 测量 值 的 分 获 性 而 必 
然 出 现 的 误差 较 大 一 点 的 正常 值 呢 ? 还 是 偏离 正常 测量 条 件 下 出 现 的 异常 
值 呢 ? 这 就 需要 测量 人 员 作 出 正确 的 判断 。 对 于 这 样 的 可 疑 值 , 我 们 既 椒 
能 为 得 到 较 好 的 测量 结果 无 充分 依据 而 轻率 含 去 , 又 不 能 无 原则 地 作为 正 
常 的 测量 值 对 待 处 理 . 否则 , 要 么 是 得 到 虚假 的 测量 结果 , 要 人 么 是 降低 了 
测量 的 准确 度 。 因 此 ,对 可 疑 值 处 理 不 当 ， 势 必 会 严重 影响 测量 的 准确 度 。 
所 以 , 发 现 可 疑 值 时 , 可 按照 下 列 基 本 原则 进行 处 理 。 


一 、 直 观 判 断 ， 及 时 划 除 


震 某 可 疑 值 经 分 析 确 认 是 由 于 错 读 、 错 记 .、 错误 操作 以 及 确实 为 测量 
条 件 发 生意 外 的 突然 变化 而 得 到 的 测量 值 , 可 以 随时 将 该 次 测量 得 到 的 数 
据 从 测量 记录 中 剔除 。 但 在 剔除 时 必须 注 明 原 因 , 不 注 明 原 因而 随意 其 除 
可 疑 值 是 不 正确 的 。 这 种 方法 称 为 物理 判别 法 ， 也 叫 直观 判别 活 。 


二 、 增 加 测量 次 数 ， 继 续 观察 

如 果 在 测量 过 程 中 , 发 现 可 疑 测量 值 又 不 能 充分 肯定 它 是 异常 值 时 ， 
可 以 在 维持 等 精密 度 测量 条 件 的 前 提 下 ， 多 增加 一 些 测量 次 数 。 根 据 随机 
误差 的 对 称 性 ， 以 后 的 测量 很 可 能 出 现 与 上 述 结果 绝对 值 相 近 仅 符号 相反 
的 另 一 测量 值 ， 此 时 它们 对 测量 结果 的 影响 便 会 彼此 近 于 抵消 。 

三 、 用 统计 方法 进行 判别 

在 测量 完毕 后 , 还 不 能 确定 可 疑 测量 值 是 否 为 含有 粗大 误差 的 异常 值 
时 ， 可 按 蛛 依据 统计 学 方法 导出 的 粗大 误差 判别 准则 进行 判别 、 确 定 。 

四 、 保 留 不 别 , 确保 安全 


利用 上 述 三 种 原则 还 不 能 充分 肯定 的 可 疑 值 , 为 保险 起 见 , 一 般 以 不 
剔除 为 好 。 
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一 、 建 立 粗 大 误差 统计 判 别 方 法 的 基本 依据 


在 第 2 章 已 经 令 及 , 测量 中 出 现 的 随机 误差 大 多 数 服从 正 态 分 布 规律 ， 
由 正 态 分 布 的 单 峰 性 和 有 界 性 可 知 ， 大 误差 出 现 的 机 会 很 少 ( 对 有 限 次 测量 
而 言 , 可 看 作 是 小 概率 事件 )。 由 此 ,作为 粗大 误差 统计 浊 别 方法 建立 的 基 
杰 依 据 如 下 : 

依 根 测量 准确 度 的 要求 , 给 定 一 置信 概率 (例如 99% 等 ), 确定 其 随机 
误差 的 分 布 范围 (一 & ,ks)， 凡 超出 这 个 范围 的 误差 , 就 认为 是 不 属于 正常 
测量 条 件 下 测量 值 所 含有 的 随机 误差 ， 而 应 视 为 粗大 误差 于 以 噜 除 。 

二 、 常 用 的 统计 判别 方法 

粗大 误差 的 统计 和 判别 方法 较 多 ,目前 推荐 采用 的 判别 方法 有 莱 因 这 
(3,) 准 则 、 格拉 布 斯 准则 和 犹 克 慰 准则 。 下 面 分 别 予 以 介绍 ， 

1. 茜 因 达 (3s) 准 则 

前 提 条 件 : 测 得 值 不 含有 系统 误差 ; 随机 误差 服从 正 态 分 布 。 

若 对 某 物理 量 等 精度 重复 测量 次 , 得 测 得 值 r ，z ，*…，x,。 莱 因 达 
认为 ; 如 果 某 测 得 值 的 残余 误差 的 笔 对 值 大 于 三 倍 的 标准 仿 差 时 ， 邵 

| vw |> 35 (4-1) 
则 认为 该 误差 为 粗大 误差 ,该 次 测 得 值 为 异常 值 ， 应 剔除 。 

菜 因 达 准 则 的 合理 性 是 显然 的 。 对 服从 正 态 分 布 的 随机 误差 ,其 残余 
误差 落 在 (一 35，35) 以 外 的 概率 羽 为 0.27 听 , 即 370 次 测量 才 出 现 一 次 ， 对 
有 限 次 测量 来 说 ,可 以 认为 是 不 可 能 发 生 的 。 

【 例 4-1】 等 精密 度 测 量 某 一 物理 量 15 次 , 把 测 得 值 x, 列 入 表 4-1， 


试用 莱 因 达 淮 则 判别 该 测量 列 中 是 否 存 在 含有 粗大 误差 的 异常 值 。 
表 4-1 


如 EE 从 下 这 vt 

1 20. 42 + 8168 间 DOD 256 十 0 09 0. 000 081 
3 20. 43 十 由 O26 0. O000 676 +0, 019 0.000 381 
3 20, 40 —0. 的 4 .000 O16 —0. 011 0.000 121 
4 20, 43 十 0 026 由 DO00 676 十 由 019 | 0.000 361 
加 2 人 0 和 2 +0.016 0, G00 256 | .O09 0. 000 081 
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续 表 
和 袜 ， 全 不 vi 
6 20.43 —0. 026 0. 000 676 十 0.019 0, 000 361 
上 | 20, 39 —0.014 J. D00 198 —0. 021 0. 000 441 
本 20. 30 一 0. 104 0. 010 816 
9 20. 40 —0. 004 0. 000 016 -oon | oo000121 
10 20, 43 十 0.026 0.000675 | +0.018 0. 000 361 
11 | 20. 42 十 由 卫生 0 000 256  ， 十 0. 009 0. 000 O81 
2 | 0 +0. 006 0.000038 | -oo | oo000o0 
13 20. 39 —0.014 0. 000 196 —0. 021 0, 000 441 
14 20. 39 0, 014 0. 000 196 一 0.021 0. 000 441 
i3 20. 40 —0. 004 0. 000 016 —0,.011 0. O00 121 

T=20.404| Dw=0 | Dw —0.014 6o| | w= 0. 008 374 


解 : 首先 根据 测量 数据 计算 算术 平均 值 和 残余 误差 


_ 1 15 
工 二 后 Dx = 20. 404 
Tx 其 值 如 表 4-1。 


站 
35 = 0. 099 
用 莱 因 达 准 则 判别 残余 误差 
| we [ne = 0, 104 >> 35 = 0. 099 
虽 mm 为 粗大 误差 ,对 应 的 测量 值 rs 一 20, 30 为 异常 值 ， 应 剔除 。 之 后 对 剩 
余 的 14 个 测量 值 还 变 重 新 判别 。 这 里 要 注意 一 点 , 重新 判别 时 的 测量 次 数 
应 相应 减少 一 次 , 这 是 容易 理解 的 。 


根据 镜 下 的 14 个 测量 值 重 新 计算 
了 20.411 


1=1 


二 z, 一 z (ww 不 存在 ), 其 值 如 表 4-1。 
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;= 2 fT oo 
3; 一 3X0.016 一 0.048 

用 莱 因 达 淮 则 判别 ,14 个 测 得 值 的 残余 误差 wm' 的 绝对 值 均 小 于 3s ， 
歼 不 再 含有 粗大 误差 。 

菜 因 达 准则 是 一 个 简便 、 保险 但 非常 保守 的 判别 准则 ， 当 测量 次 数 wss 
10 时 ,即使 存在 粗大 误差 也 判别 不 出 来 。 因 此 , 在 测量 次 数 较 少 时， 玫 乎 
不 适 于 使 用 。 当 测量 次 数 为 30 次 以 上 时 较为 适宜 ， 

2， 格拉 布 斯 (Grubbs) 准 则 

若 对 某 物理 量 等 精密 度 测量 x 次 , 得 测 得 值 z1 ， xo ，…，ze。 假定 测 得 
值 不 含有 系统 误差 , 旦 测量 值 服从 正太 分布， 分 别 计 算 测量 算 本 平均 值 和 
标准 仿 差 。 


让 

~_ 1 

7 1D 
1 =] 

二 
1 
DT 
r=1 

5 一 
n—1 


为 了 判别 测 得 值 中 是 藻 有 异常 值 , 将 测 得 值 按 其 大 小 , 由 小 到 大 排列 
成 顺序 统计 量 zx，: 
TD ST RT 
若 认为 xm 是 可 疑 测量 值 ， 则 有 统计 量 


gr1) = 一 2 (4-2) 
车 认为 zw, 是 可 疑 测量 值 , 则 有 统计 量 
gw = < (4-3) 


3 
当 gw 之 go bx: 的 时 ， 则 认为 测 得 值 x, 含有 粗大 误差 ,应 予以 日 除 。 
ga a) 为 测量 次 数 为 4 显著 度 为 a 时 的 统计 量 临 界 值 , 可 由 表 4-2 查 

取 。 

格拉 布 斯 准则 还 可 以 用 残余 误差 的 形式 表达 ， 若 测量 列 中 的 可 疑 值 对 
应 的 残余 误差 |v,| ,满足 

Eo, [mr > Bo Cn a)s 

则 认为 该 可 疑 值 x, 是 含有 粗大 误差 的 异常 值 ,应 日 除 . 
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表 4-2 8，G] 表 


二 


表 中 的 名 tn, o) 值 是 按 分 布 计 算得 出 的 ， 其 中 * 用 贝 塞 尔 公式 
计算 。 

【 例 4-2】 用 格拉 布 斯 准则 判别 下 列 一 组 等 精密 度 测量 所 得 的 济 得 慎 
中 是 否 有 异常 什 。 

55.2, 54.6, 56.1, 55,4, 55.5, 54.9, 56.8, 55,0, 34.6, 58,3 

解 : 首先 计算 测量 算术 平均 信和 标准 偏差 


1 i 
工 一 2 = 55, 64 


21 
VW 二 也 一 训 

忆 分 别 为 : 一 0. 44， 一 1.04, 十 0. 46, 一 0. 24， 一 0.14， 

—0.74, 十 ]. 16, 一 0, 64, 一 1.04, 十 2, 66 


确定 绝对 值 最 大 的 残余 误差 |v. |, 和 对 应 的 可 疑 值 
fv [x= |vo| 二 2.66 ”可 疑 值 x 一 58.3 
取 a==0.01, 由 m=10 查 表 4-2 得 glaoo ob 一 2. 41 
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利用 格拉 布 斯 准则 判别 
gaouomX5 一 241X1.16 一 2.80 
| wo |= 2.66 < guv,oon Xs = 2.80 
故 zi 不 是 粗大 误差 , 也 不 是 异常 值 , 应 保留 。 
3， 狱 克 融 (Dixory 准 则 
前 面 两 种 判别 方法 ， 均 需求 出 算术 平均 值 工 、 残 余 误 差 ww 和 标准 偏差 
s。 在 实际 工作 中 , 显得 计算 量 大 , 使 用 麻烦 。 面 狄 克 融 准则 是 直接 根据 测 
得 值 按 其 大 小 顺序 重 新 排列 后 的 顺序 统计 量 来 判别 可 疑 测 量 值 是 否 为 异常 
值 的 , 可 免 去 反复 计算 5, vv 和 s 的 繁琐 劳动 。 
狄 克 吉 准 则 也 是 以 测量 信 中 不 含有 系统 误 善 , 且 测 得 值 服从 正 态 分 布 
为 前 提 条 件 的 ， 
若 对 其 物理 量 等 精密 度 测 量 ”次 ， 得 测 得 值 z ，x; ，…， zx,。 将 此 测量 
刻 由 小 到 大 按 怖 序 重新 排列 成 


Th A Lin Tn 


狄 克 示 导出 了 顺序 差 统 计量 
dn = Tm 一 人 或 d= TD) i 
Tm Tl) TH Ten 


| 1 Tl a) 
du = oT 或 d= 一 -人 
Ei) Ti Tl) Lin-ly 


Tn 了 TD Ty) 
tal 一 一 一 一 或 da 一 


Tiny Tg) TT Roh 
dz = Tn i 或 ad’, = Ti Tay (4 一 44) 
Tim Ts) TH) Aa) 
的 分 布 及 其 在 给 定 显著 度 cu 下 的 临界 值 d(x， a), 网 表 4-3。 车 
ad, > do ns oy 


则 认为 相应 最 大 测 得 信和 或 最 小 测 得 值 为 含有 粗大 误差 的 异常 值 , 应 昌 除 。 
狄 克 进 通 过 大 量 的 实验 认为 ; 当 msA7 时 , 使 用 di 效果 好 ; 当 8 所 mn 妥 
10 时 , 使 用 效果 好 ; 当 1 所 = 委 13 时 , 使 用 di 效果 好 ; 当 zz14 时 ,使 
用 dz 效果 好 。 
tL 例 4-3] 用 犹 克 避 准 则 判别 下 列 测 得 秆 中 是 否 有 异常 值 。 测 得 值 中 
不 含有 系统 误差 和 且 服从 正 恋 分 布 。 
zx,: 5. 29, 5.30, 5.31, 5.30, 5.32, 5.29, 5.28, 5.27, 5,31, 5.28 
解 ; 首先 将 测 得 值 按 大 小 顺序 排列 如 表 4-3。 
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只 443 


由 于 4 二 10 应 按 di 计算 统计 量 。 首 先 检验 cuo 是否 是 异常 什 


一 Ein) “ temly 一 时 32 一 5. 31 
Tn 一 人 5.32 一 5.28 


若 取 a 一 0.01 查 表 4-4 得 临界 值 d4,(10, 0.01)=0.597, 有 
di = 0.250 < dy (10, 0.01) = 0.597 


说 明 ro 不 是 异常 值 。 
dn= 


du = 0.250 


TD A 5.27—5.28 
Xily i) 5.27 一 5.31 


di= 0.250 < dt10, 0.01) = 0.597 
说 明 zx 也 不 是 异常 值 。 由 此 ,我们 可 以 得 出 结 沦 , 该 测量 列 中 没有 蜡 常 
值 。 


一 ,250 


囊 4-4 由 人 ae) 数 值 稳 


统 计 基 旭 0, D5 0.01 
dntrns a) 
3 0, 941 0. 988 


in) Tin—l) 
du ne 
Tn Ty 


:Tl I) 
{4 = |] 
TI Tn, 


Tl) 
d= 


Tin 2 


| 
(en= 一 】 
宇 011 二 (4 一 1 


过 必 477 品 597 

11 D, S76 六 679 
dal — In 一 
下 fm Fry 

1 2 全 5 .642 


有 TO eay 
(a = 二 ) 
TT Tin—1} 
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续 表 
a 
统 计 基 中 0. 05 | 0.01 
fm a) 
14 0. 546 0. 641 
15 和 9525 0.616 
16 0. 50? Dn. 595 
17 站 490 0, 577 
18 0. 475 让 561 
4 一 19 0. 462 0D. 547 
(二 2 区 ?到 
21 0. 440 D, 524 
22 0. 430 0D. 514 
23 0, 421 0. SO5 
2 小 413 由 497 
25 0, 406 0. 489 


三 、 淹 别 粗 大 误差 应 注意 的 几 个 问题 


1， 准 狂 找 出 可 疑 测量 值 

测量 列 中 残余 误差 绝对 值 最 大 者 即 为 可 疑 值 。 它 为 测量 列 中 最 大 测 得 
值 或 最 小 测 得 值 之 一 , 仅 比 较 两 者 残余 误差 的 大 小 即 可 确定 。 

32, 合理 选择 判别 准则 

可 恢 据 测量 准确 度 的 要 求 和 测量 次 数 来 选择 判别 准则 。 一 般 情况 下 可 
这 样 考虑 : 当 测量 次 数 z>30， 或 当 z>10 做 粗 路 判别 时 , 可 采用 莱 因 达 准 
则 。 当 30 时 ,可 采用 格拉 布 斯 准则 或 犹 克 逊 准则 。 

3. 查找 产生 粗大 误差 的 原因 

对 由 判别 准则 确定 为 “异常 值 * 的 可 疑 值 , 不 能 简单 划 除 了 事 ， 还 要 仔 
细 分 析 ， 找 出 产生 异常 值 的 具体 原因 , 以 做 出 正确 的 判断 。 

4， 判别 准则 的 比较 

用 一 种 判别 准则 不 能 充分 肯定 的 可 疑 值 , 建议 按 如 下 方法 处 理 , 车 测 
县 列 中 , 仪 存在 一 个 全 能 充分 肯定 的 可 疑 值 时 ,应 以 格拉 布 斯 准则 判别 结 
打 为 准 ; 若 同时 存在 两 个 不 能 充分 肯定 的 可 疑 值 时 ,应 以 狱 克 逊 准 则 判别 
结果 为 准 。 
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$. 全 部 测量 数据 的 否定 

若 在 有 限 次 前 测量 列 中 , 出 现 两 个 以 上 异常 值 时 , 通常 可 认为 整个 测 
量 结果 是 在 不 正常 的 茶 件 下 得 到 的 , 对 此 应 改进 完善 测量 方法 ,各 新 进行 
有 效 测量 。 


习题 四 


4-1 粗大 误差 有 娜 此 特征 ”对 舍 有 粗大 误差 的 异常 值 应 如 和 何 处 理 ? 

4-2 产生 粗大 误差 的 原因 主要 有 了 蛙 几 方面 ? 符 样 才能 防 小 粗大 误 盖 的 产生 ” 

4-3 若 在 同一 测量 列 中 同时 有 两 个 可 妖 值 的 残余 误差 的 绝对 值 超过 界限 检验 值 ， 
能 否 一 次 都 蓟 除 ? 为什么? 

4-4 用 革 因 达 准 则 判别 下 列 测 得 值 中 是 否 有 异常 值 { 假 定 测 得 值 中 不 含有 系统 误 
差 , 且 服 从 正 态 分 布 )。 

x 15.2, 14.6, 16.1, 15.4, 15.5, 14.9, 16,8, 15,0, 14.6, 18,3 

4-5 分 别 取 置 信和 概率 p, 一 95 中 和 ps 二 99 听 ，、 用 格拉 布 斯 准则 判别 第 4-4 题 测 且 
值 中 是 查 有 异常 值 ” 并 比较 说 明 两 种 置信 概率 对 判别 结果 的 影响 ? 

4-6 若 对 某 物理 量 等 精密 度 测量 9 次 , 得 测 得 值 5 ，10.01，10.05，10, 11， 
10. 10，10. 12，10. 10，10. 12，10. 08，10, 10. 测 得 值 不 含有 系统 误差 且 服 从 正 态 分 布 ， 
试用 犹 克 进 准则 判别 测 基 列 中 是 否 有 异常 值 ( 取 一 0.01) 。 
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测量 不 确定 度 


A 


测量 的 目的 是 为 了 得 到 钙 测 量 的 真 值 ， 由 于 测量 误差 的 存在 ,使 得 被 
测量 的 真 值 难 以 确定 , 其 测量 结果 只 能 得 到 一 个 真 值 的 近似 估计 值 和 一 个 
用 于 寄 示 近似 程度 的 误差 范围 , 导致 测量 结果 不 能 定量 (表示 ) 给 出 , 具有 
不 确定 性 。 引 入 "“ 济 量 不 确定 度 ” 的 概念 , 利用 测量 不 确定 度 的 表示 来 定量 
评定 测量 水 平 或 质量 , 是 误差 理论 发 展 的 一 个 重要 成 果 。 
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一 、 产生 背景 


测量 不 确定 度 的 概念 , 真正 得 到 国际 组 织 和 各 国 的 认可 及 广泛 应 用 始 
于 20 世纪 90 年 代 的 。 在 此 之 前 ， 人 们 一 直 使 用 “测量 误差 * 来 评定 测量 结 
果 质 量 高 低 ， 由 于 测量 误差 是 一 个 理想 化 的 概念 ,实际 中 难以 准确 定量 确 
定 , 加 之 系统 误差 和 随机 误差 在 某 些 情况 下 界限 不 是 十 分 清楚 , 使 得 同一 
被 测量 在 相同 条 件 下 的 测量 结果 因 评 定 方法 不 同 而 不 同 , 从 而 引起 测量 数 
据 处 理 方 法 和 测量 结果 的 表达 不 统一 , 影响 国际 间 交 流 。 

鉴于 测量 误差 实际 评定 中 存在 的 难以 克服 的 缺陷 ,一 些 学 者 提出 用 “ 测 
量 不 确定 度 " 作 为 测量 结果 质量 高 低 的 指标 参数 ,随后 一 些 国家 计量 部 门 相 
继 接 受 并 使 用 不 确定 度 , 但 对 于 不 确定 度 的 理解 和 表示 方法 尚 缺 壹 一致， 
直到 1980 年 国际 计量 局 (BIPM) 召 集 和 成 立 了 不 确定 度 表示 工作 小 组 , 在 
广泛 征求 各 国 意见 的 基础 上 起 草 了 一 份 (实验 不 确定 度 建议 书 INC 一 1》。 该 
建议 书 向 各 国 推荐 了 不 确定 度 的 表示 原则 ,从 而 使 测量 不 确定 度 的 表示 方 
法 逐渐 趋 于 统一 。1981 年 第 七 十 届 国 际 计量 委员 会 《CIPM) 批 准 了 上 述 
建议 , 并 发 布 了 一 份 CIPM 建议 书 , 即 C1 一 1981。1986 年 ，CIPM 再 次 重 
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申 采 用 上 述 测 量 不 确定 度 表示 的 统一 方法 , 并 发 布 了 CIPM 建议 书 CI 一 
1986 。 这 份 CIPM 建议 书 推荐 的 方法 ,以 INC 一 1(1980) 为 基础 ,要求 所 有 
CIPM 及 其 咨询 委员 会 赞助 下 的 国际 比 对 及 其 他 工作 的 参加 者 , 在 给 出 结 
果 时 必须 使 用 合成 不 确定 度 。 

CIPM 建议 的 不 确定 度 青 示 方 法 开始 在 世界 各 舌 许 多 实验 室 和 计量 机 
构 使 用 。 为 了 进一步 促进 CIPM 方法 在 国际 上 的 更 加 广泛 使 用 , 在 CIPM 
的 要 求 下 , 由 民 际 标准 化 组 织 (1SO) 联 合 国 际 电 工 委员 会 (IEC}), 国际 计量 
局 (BIPM) 、 国际 临床 化 学 联合 会 (IFCC), 国际 理论 化 学 与 应 用 化 学 联合 多 
《IUPAC)、 国际 理论 物理 与 应 用 物理 联合 会 {IUPAP)、 国际 法 制 计 量 组 织 
COIML) 七 个 国际 组 织 共 同 组 成 了 国际 测量 不 确定 度 工作 组 , 在 INC 一 1 
《1980) 建 议 书 的 基础 上 , 起草 制 定 了 《测量 木 确定 度 表 示 指 南 》( 缩 写 为 
GUM)。1993 年 ,GUM 以 7 了 个 国际 组 织 的 名 义 正式 由 国际 标准 化 组 织 颁 
布 实施 ,并 在 1995 年 又 作 了 修订 ， 

GUM 是 在 NC 一 1(1980)、CI 一 1986 的 基础 上 编制 曾 成 的 应 用 指 甫 ， 
在 术语 定义 、 概念、 评定 方法 和 报告 的 表达 方式 上 都 作 了 明确 的 统一 规定 。 
它 代 表 了 当前 国际 上 表示 测量 结果 及 其 不 确定 度 的 约定 做 法 ， 从 而 使 不 同 
国家 . 不 同 地 区 、 不 同学 科 . 不 同 领域 在 表示 测量 结果 及 其 不 确定 度 时 具有 
一 致 的 含义 。 闵 此 ，GUM 得 以 在 世界 各 国 得 到 执行 和 广泛 应 用 。 

为 了 更 好 地 贯彻 GUM 在 我 国 的 实施 ， 由 全 国法 制 计量 委员 会 委托 中 
国 计 量 科学 研究 院 起 草 制定 了 国家 计量 技术 规范 t 测 量 不 确定 度 评定 与 表 
示 兴 JJF1059 一 1999) 。 该 规范 原则 上 等 同 GUM 的 基本 内 容 ， 作 为 我 国 统 
一 准则 对 测量 结果 及 其 质量 进行 评定 、 表 示 和 比较 。 


二 、 测 量 不 确定 度 的 定义 及 分 类 


测量 不 确定 度 定 义 为 表征 合理 地 赋予 被 测量 之 值 的 分 散 性 , 与 测量 结 
果 相 联系 的 参数 。 此 参数 可 以 是 标准 差 或 其 倍数 , 或 说 明了 置信 水 准 的 区 
间 的 半 宽 度 ， 其 值 恒 为 正 值 ， 

不 确定 度 一 词 意 指 可 疑 程度 。 就 广义 而 言 ， 油 量 不 确定 诬 意 为 对 测量 
结果 正确 性 的 可 疑 程度 。 为 此 , 测量 不 确定 度 也 曾 有 不 同形 式 的 定义 ;“ 由 
测量 结果 给 出 的 被 测量 估计 值 的 可 能 误差 的 度量 ”";“ 表 征 被 测量 的 真 值 所 
处 范围 的 评定 ”;“ 由 于 测量 误差 的 存在 , 使 得 测量 结果 不 能 肯定 的 程度 ”。 
所 有 的 测量 不 确定 度 的 定义 没有 本 质 上 的 区 别 , 其 评定 方法 均 相 同 , 表达 
形式 也 一 样 。 

一 个 完整 的 测量 结果 应 当 包 括 被 测量 之 值 的 最 佳 估计 值 和 测量 不 确定 
度 两 部 分 ， 例 如, 被 测量 X 的 测量 结果 为 z 士 UD, 其 xz 是 的 最 佳 估 计 值 ， 
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U 足 x 的 测量 不 确定 度 。 测 量 结 果 又 可 嵌 开 表示 为 (x 一 U, x 一 U)， 显然 被 
测量 X 的 淹 量 结果 所 表示 的 并 非 一 个 确定 的 值 , 它 表 征 了 镇 测量 的 真 值 所 
处 范围 的 评定 。 

以 标准 差 表 示 的 测量 不 确定 度 称 为 标 淮 不 确定 度 。 标 准 不 确定 度 依 据 
其 评定 方法 分 为 *A”" “两 类 。 用 对 观测 列 进行 统计 分 析 的 方法 来 评 外 的 
标准 不 确定 度 称 为 不 确定 度 的 和 类 评定 ,又 称 为 A 类 不 确定 度 评定 ， 简 称 
改 类 不 确定 度 。 它 的 特点 是 必须 对 被 测量 进行 多 次 测量 , 通过 对 观测 列 用 
统计 分 析 方 法 评定 得 出 。 表 征 A 关 评 定 所 得 不 确定 度 分 量 的 方差 估计 值 记 
为 刀 ， 由 一 系列 重复 观测 值 算得 , w* 即 统计 方差 点 的 估计 值 半 。 而 A 类 标 
准 不 确定 度 & 为 wi 的 正平 方 根 值 , 战 4 二 ;。 

用 不 同 于 对 观测 列 进行 统计 分 析 的 方法 来 评定 的 标准 不 确定 度 称 为 不 
确定 度 B 类 评定 ， 有 时 又 称 为 B 类 不 确定 度 评定 , 简称 BR 类 不 确定 度 。 具 
类 以 外 的 不 确定 度 均 属 B 类 不 确定 度 。B 类 不 确定 度 依 据 有 关 信 息 评定 ， 
所 得 的 不 确定 麻 分 量 的 帖 计 方差 为 过, 则 卫 类 标准 不 确定 度 为 &。 

将 标准 不 确定 度 区 分 为 A 类 和 B 类 的 目的 , 在 于 说 明 计算 不 确定 度 分 
量 的 两 种 不 癌 途 径 , 仅仅 是 为 了 便于 研究 而 已 ,并 非 执意 表明 两 种 方法 得 
到 的 不 确定 度 分 量 在 本 质 上 存在 差异 ， 防 种 评定 方法 均 基 于 概率 分 布 ， 并 

这 里 需要 说 明 , A 类 标准 不 确定 度 与 随机 误差 并 不 是 对 应 关系 , B 类 标 
淮 不 确定 度 与 系统 误差 也 不 是 对 应 关系 。“ 随 机” 与 “系统 ?表示 两 种 不 同 的 
性 质 , 而 "A 类 ?与 “5B 类 "表示 两 种 不 同 的 评定 方法 。 因 此 简单 地 把 六 类 不 
确定 度 对 应 于 随机 误差 导致 的 不 确定 度 ; 把 B 类 不 确定 度 对 应 于 系统 误差 
导 敏 的 不 确定 度 的 做 法 是 错误 的 。 

当 测 晤 结果 是 由 若干 个 其 他 量 的 值 求 得 时 , 按 其 他 各 量 的 方差 或 协 方 
莽 算 得 的 标准 不 确定 度 称 为 合成 标准 不 确定 度 , 统一 规定 用 符号 x 表示 ， 
它 是 测量 结果 标准 差 的 估计 值 。 

由 于 标准 偏差 所 对 应 的 置信 水 准 ( 也 称 为 置信 概率 ?通常 还 不 够 高 ， 在 
正 态 分 布 情况 下 仅 为 68. 27 癌 ,因此 还 规定 测量 不 确定 度 也 可 以 用 标准 偏 
鞋 的 倍数 如 来 表示 。 这 种 不 确定 度 称 为 扩展 不 确定 度 ， 有 时 也 称 展 伸 不 定 
度 或 范围 不 确定 度 , 统一 规定 用 大 写 英文 字母 U 表示。 于 是 可 得 标准 不 确 
定 度 和 扩展 不 确定 度 之 间 的 关系 ， 

U=gko= ku 
式 中 ,天 称 为 包含 因子 (有 时 也 称 为 材 盖 因子 ) 。 

扩展 不 确定 度 表示 具有 较 大 置信 水 准 区 间 的 半 宽 度 ， 包 含 因子 有 了 时 也 

写成 的 形式 , 它 与 标准 不 确定 度 ww 人 ?y) 相 乘 后 ,得 到 对 应 于 量 信 水 准 为 思 
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的 扩展 不 确定 度 Uk we(y)。 

在 实际 使 用 中 , 往往 希望 知道 测量 结 朵 的 置信 区 间 , 内 此 还 规定 测量 
不 确定 度 也 可 以 用 说 明了 置信 水 准 的 区 间 的 半 宽 度 a 来 走 示 。 实 际 上 上 它 也 
是 一 种 扩展 不 确定 度 ， 当 规定 的 署 信 水 淮 为 请 时 , 扩展 不 确定 度 可 以 用 符 
导 LT。 表示。 

当 已 知 包含 因子 豆 时 ,扩展 不 确定 度 U 是 从 其 中 包含 多少 个 (有 人 个， 天 
即 为 包含 因子 ?标准 不 确定 度 w 的 角度 出 发 所 描述 的 扩展 不 确定 度 。 而 当 
已 知 卢 时。 扩展 不 确定 度 U 则 是 从 该 区 间 所 对 应 的 置信 水 准 记 的 角度 出 
发 来 描述 的 扩展 椒 确 定 度 。 两 者 各 自分 别 从 不 同 的 角度 出 发 来 描述 扩展 不 
确定 度 , 因此 包 售 因 子 皮 与 冒 信 水 准 户 之 间 应 该 存在 某 种 联系 , 但 他 们 之 
间 的 关系 与 被 测量 的 分 布 有 关 。 也 就 是 说 , 只 有 人 在 知道 被 测量 分 布 的 情况 
下 , 才 可 以 由 不 确定 户 , 或 由 确定。 这 就 是 为 什么 在 测量 不 确定 度 评 定 
中 经 常 需要 考虑 被 测量 分 布 的 原因 。 

JJF1059 -1999 规定 ， 当 置信 水 准 产 为 0.99 和 0.95 时 , U, 可 分 别 以 
Us 各 ,表示 。 

误差 可 以 用 绝对 误差 和 相对 误差 两 种 形式 来 表示 , 不 确定 度 也 同样 可 
以 有 绝对 不 确定 度 利 相对 椒 确定 度 两 种 形式 。 绝 对 形式 表示 的 个 确定 旗 与 
被 测量 有 相同 的 量 钢 。 相 对 形式 表示 的 不 确定 度 , 其 量 纲 浆 1, 或 称 为 无 量 
纲 。 被 测量 x 的 标准 不 确定 度 w(7) 利 由 对 标准 不 确定 度 wa (x) 间 的 关系 
为 


Wt) = 
村 


根据 定义 , 测量 不 确定 上 度 是 与 测量 结果 相 联 系 的 参数 , 意 指 测量 不 确 
定 度 是 一 个 与 测 其 结果 “在 一 起 "的 参数 , 在 测 置 结果 的 完整 表述 中 应 该 包 
括 调 量 不 确定 度 。 

既然 测量 不 确定 度 是 与 测量 结果 相 联 系 的 参数 ,就 是 说 只 有 测 置 结果 
才 有 不 确定 度 ， 或 者 说 不 是 测量 结果 就 没有 不 确定 度 。 因 此 一 般 不 用 测量 
不 确定 度 来 表示 测量 仪器 的 特性 ， 因 为 没有 对 测量 仪器 的 不 靖 定 谍 下 过 定 
义 ， 只 有 用 仪器 得 到 的 测量 结果 才 有 不 确定 度 。 而 测量 仪器 药 特 性 可 以 用 
示 值 误差 或 最 大 允许 误差 等 术语 来 撒 述 。 一 般 不 要 采用 "测量 仪器 的 不 确 
定 度 " 或 “计量 标准 的 不 确定 度 ” 这 种 说 法 。 

可 以 将 测量 仪器 或 计 置 标准 的 不 确定 度 理解 为 他 们 所 提供 的 标准 基 值 
药 不 确定 度 。 对 子 经 过 校准 而 已 知 其 示 值 误差 的 测量 仪器 ， 有 时 也 简单 地 
将 示 什 误差 的 不 确定 度 叫 做 测 置 仪器 的 不 确定 度 。 实 际 上 他 们 还 是 测量 结 
果 的 不 确定 度 , 因为 该 标准 量 值 或 示 值 误差 就 是 对 该 仪器 进行 校准 时 的 测 
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是 结果 。， 
三 、 测 量 误差 与 测量 不 确定 度 


测量 误差 和 测量 不 确定 度 蚌 误差 理论 中 两 个 重 则 的 概念 , 它们 其 有 相 
朵 点 ， 都 是 评价 测量 结果 质量 高 低 的 重要 指标 。 但 它们 又 有 明显 的 区 别 ， 
必须 正确 兴 识 和 区 分 ， 以 防 混淆 和 误 用 ， 

测量 误差 与 测量 不 确定 度 的 主要 区 划 如 下 ,并 摘要 示 于 表 5-]1。 

1,， 定义 

测量 误差 和 测量 不 确定 度 两 者 最 根本 的 区 别 在 于 误差 表示 测量 结果 对 
真 值 的 偏离 , 因此 它 是 一 个 确定 的 值 ， 而 不 确定 度 表明 被 测量 之 值 的 分 散 
性 , 它 以 分 布 区 闻 的 半 宽 表示 , 因此 它 表示 一 个 区 间 。 

2, 分 类 

按 出 现 于 测量 结果 中 的 规律 ,误差 通常 分 为 两 类 , 贿 机 误差 和 系统 误 
差 。 短 机 误差 表示 测量 结果 与 无 限 多 次 测量 结果 的 平均 值 ( 世 称 为 总 体 均 
值 ) 之 差 , 而 系统 误差 则 是 无 限 多 次 测量 结果 的 平均 值 与 真 信之 差 , 因此 它 
们 都 是 无 限 多 次 测量 的 理想 概念 。 由 于 实际 上 只 能 进行 有 限 次 测量 ， 因 此 
只 能 用 有 限 次 测量 的 平均 值 ， 即 样本 均值 来 作为 无 限 多 次 测量 结果 平均 值 
的 估计 值 。 也 就 是 说 , 在 实际 工作 中 我 们 只 能 得 到 随机 误差 和 系统 误差 的 
估计 值 。 而 不 确定 度 则 是 根据 对 其 标准 不 确定 度 的 评定 方法 而 分 成 A 类 和 
BB 类 ,他们 与 “随机 误差 "和 “系统 误差 "的 分 类 之 间 不 存在 简单 的 对 应 关系 。 
“随机 ”和 “系统 ”表示 两 种 不 同 的 性 质 , 而 “A 类 ”和 “B 类 "表示 两 种 不 同 的 
评定 方法 。 目 前 , 国际 上 一 致 认为 , 为 避免 误解 和 混 湛 , 不 再 使 用 “随机 不 
确定 度 " 和 “系统 不 确定 度 ” 这 两 个 术语 。 在 进行 测量 不 确定 度 评定 时 ， 一般 
不 必 区 分 各 不 确定 度 分 量 的 性 质 。 若 需要 区 分 时 ， 诺 表述 为 “由 随机 效应 引 
人 的 测量 不 确定 度 分 量 ”" 和 “由 系统 效应 引 人 的 不 确定 度 分 量 ”。 

3. 可 操作 性 

误差 的 概念 与 真 值 相 联系 ,而 系统 误差 和 随机 误差 又 与 无 限 多 次 测量 
的 平均 值 有 关 , 因此 两 者 都 是 理想 化 的 概念 。 实 际 上 只 能 得 到 其 估计 值 ， 
因而 误差 的 可 操作 性 较 差 。 不 确定 度 则 可 以 根据 实验 、 资料 、 经 验 等 信息 
进行 评定 ,从 而 可 以 定量 确定 。 

4. 数值 符号 

根据 误差 的 定义 , 误差 表示 两 个 量 的 差 值 。 当 测量 结果 大 于 真 值 时 误 
差 为 正 值 , 当 测 量 结果 小 于 真 值 时 谋 差 为 负 值 。 因 此 误差 不 应 当 以 “ 土 " 屿 
的 形式 出 现 。 而 根据 规定 , 不 确定 度 信 为 正 什 , 故 在 不 确定 度 之 前 也 不 能 
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冠 以 “ 土 "号 ， 
5. 合成 方法 


误差 妊 一 个 确定 的 值 ， 四 此 对 各 误差 分 量 进行 合成 时 ， 采用 代数 相 加 
的 方法 进行 合成 ,而 不 确定 寥 表 朱 一 个 区 间 ， 关 此 当 各 不 确定 度 分 量 彼此 


独立 或 不 相关 时 , 用 方 和 根 法 进行 会 成 ,否则 应 考虑 如 人 相关 项 。 
6. 结果 修正 


己 知 系统 误差 的 佑 计 值 时 ， 可 以 对 测量 结果 进行 修正 ， 得 到 已 修正 的 
测量 结果 。 但 不 能 用 不 确定 虞 对 测量 结果 进行 修正 。 对 已 修正 测量 结果 进 


行 不 确定 度 评定 时 , 应 考虑 修正 不 完善 引信 的 不 确定 度 分 量 。 


序号 


内 容 


表 5-1 
测量 误差 


测量 误差 与 测量 不 殉 定 度 的 主要 区 别 


测量 不 确定 度 


表明 测量 结果 偏 亢 真 值 ， 是 
一 个 确定 的 慎 


表明 被 测量 之 什 的 分 散 性 ,是 一 个 区 间 ，。 
用 标准 偏差 ,标准 和 侦 差 的 局 数 ,或 说 明了 
置 售 水准 的 区 亲 的 半 寅 度 来 表示 


分 类 


| 


按 出 现 于 测 重 结果 中 的 规律 。 
分 为 随机 误差 和 系统 误差 ， 
它们 都 是 无 限 多 次 测 攻 的 理 
想 概 念 


按 是 否 用 统计 方法 求 得 , 分 为 六 类 评定 
和 上 BB 类 评定 ,它们 都 以 标准 不 确定 度 瑕 
示 ， 

在 评定 测量 不 确定 度 时 , 一 各 不 必 区 分 
其 性 质 ， 若 需要 区 分 时 ， 应 者 述 为 “由 随 
机 散 应 引入 的 针 量 本 确定 度 分 量 " 和 “由 
系统 效应 引 人 的 不 山 定 度 分 量 ” 


可 损 作 性 


由 于 真 信 未 知 ,往往 不 能 得 
到 测 县 满 差 的 值 。 当 用 一 名 
定 真 值 民 痊 真 值 时 , 可 以 得 
到 测量 误差 的 属 计 第 


-| 


测 攻 不 确定 度 可 以 由 人 和 们 根据 实验 、 资 
料 、 经 验 等 信息 进行 评定 ， 从 而 可 以 定 县 
确定 测量 不 确定 次 的 值 


非 正 即 负 i( 或 零 ). 不 能 用 正 
负 [ 土 ) 屿 表示 


是 一 个 无 符号 的 参数 ,， 便 取 正 值 。 当 由 
方差 末 得 时 , 取 其 正平 方 根 


各 误差 分 量 的 代数 和 


当 种 分量 彼 此 独立 时 用 方 和 根 法 合 威 ， 
否则 应 考 忠 加 人 相关 项 


ji 


世 希 系统 误差 的 估计 值 时 ， 
可 以 对 测量 结果 进行 收 正 ， 
得 到 已 收 正 的 测 董 结果 


不 能 用 测 重 不 确定 度 对 测量 结果 进行 峰 
正 。 对 已 收 正 测 县 结果 进行 外 确定 麻 评 
定时 ,应 考虑 凡 正 尔 完 善 引 人 的 不 确定 
褒 分 四 
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续 表 
序号 | 内容 测量 涡 莽 测量 不 确定 度 


误差 是 客观 存在 日 不 以 人 的 
认识 程度 而 转移 。 误差 属于 | 调 若 不 确定 度 与 人 们 奇 蔽 油 曙 ,影响 得 
给 定 的 测量 结果 。 相 同 的 出 | 以 及 测量 过 程 的 认识 有 关 。 合 理 赋予 秆 
量 结 果 上 其 有 相同 的 误差 ,而 | 测量 的 性 一 个 值 , 均 具 有 相同 的 测量 不 
与 得 到 该 测 量 结 内 的 测 最 的 | 确定 冲 

颂 利 测量 方法 泡 关 


7 上 丫 取 涪 明 


米 源 于 给 定 的 测量 结果 ,， 它 | 来 源 于 合理 同志 的 被 测量 之 值 , 表示 同 
8 | 实验 标准 差 | 不 和 表示 被 测量 估计 什 的 随机 | 一 观测 列 中 , 任 一 个 估计 值 的 标准 不 确 


误差 定 度 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
?| 肌 出 庶 | 不 存在 可 作为 丰 确 定 度 评定 可 靠 程度 的 指标 
MU 对， 3 给 司 
10 | 普 依 梳 宰 | 不 存在 当 了 解 分 布 时 ,可 按 轩 他 概率 给 出 置信 


| 以 间 

7， 结果 说 阴 

测量 结果 的 不 确定 虚 表 示 在 重复 性 或 复 现 性 条 件 下 测量 结果 的 分 散 
性 ， 因 此 测量 示 确 定 度 仅 与 测量 方法 有 关 ， 而 与 具体 测 得 的 数值 大 小 无 关 ， 
此 处 所 述 的 测量 方法 应 包括 测量 原理 、 测 量 仪器 、 测 量 环境 条 件 、 测量 程 
序 , 测量 人 员 以 及 数据 处 理 方法 等 , 而 根据 定义 , 测量 结果 的 误差 仅 与 测量 
结果 以 及 真 值 有 关 ， 而 与 测量 方法 无 关 ， 

例如 , 用 钢板 尺 测 基 某 一 物体 的 长 度 , 得 到 测量 结果 为 14. 5mm。 如 果 
为 测量 得 更 准确 一 些 而 改 用 卡尺 进行 测量 ,假设 得 到 的 测量 结果 仍 为 
14. 5mm。 不 少 人 可 能 会 认为 后 者 的 测量 误差 更 小 一 些 , 但 实际 是 由 于 两 者 
的 测量 结果 相同 ， 真 值 也 相同 , 因此 它们 的 测量 误差 也 相同 。 而 两 者 的 测 
量 不 确定 度 则 是 不 同 的 。 因 为 如 果 两 种 方法 分 别 进行 多 次 重复 测量 的 话 ， 
它们 的 测量 结果 的 分 散 性 是 不 同 的 。 

虽然 测量 误差 各 测量 不 确定 度 都 可 用 来 描述 测量 结果 , 测量 误差 是 措 
述 测量 结果 对 真 值 的 偏离 ， 而 测量 不 确定 度 则 描述 被 测量 之 值 的 分 散 性 ， 
但 两 者 在 数值 上 并 无 确定 的 关系 。 测 量 结果 可 能 非常 接近 于 真 值 ,此 时 其 
误差 很 小 , 但 由 于 对 不 确定 度 来 源 认识 水 足 . 评定 得 到 的 不 确定 度 可 能 很 
大 。 也 可 能 测量 误差 实际 上 较 大 , 但 由 于 分 析 估 计 不 足 , 评定 得 到 的 不 确 
定 度 可 能 很 小 , 例如 当 存 在 还 未 发 现 的 较 大 系统 误差 时 。 

由 于 误差 等 于 测量 结果 减 去 被 测量 的 真 值 ， 因 此 只 有 在 已 知 约定 真 值 
的 条 件 下 才 可 能 通过 测量 结果 得 到 误差 , 因此 误差 是 由 测量 得 到 的 ， 而 不 
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是 由 分 析 评 定 得 到 的 ， 而 不 确定 度 则 可 以 通过 分 析 评 定 得 到 , 有 时 还 得 畏 
以 必要 的 实验 测量 ， 

误差 至 论 是 测量 不 确定 度 的 基础 。 研 究 测 莫不 确定 度 首先 需要 研究 误 
差 ， 只 有 对 误差 的 性 质 、 分 布 规律 、 相 互联 系 及 对 测量 结果 的 误差 传递 关系 
等 有 了 充分 的 认识 和 了 解 ， 才 能 更 好 地 估计 各 不 确定 度 分 量 ， 正 确 得 到 测 
量 结果 的 不 确定 度 。 测量 不 确定 度 是 建立 在 误差 理 论 基础 上 的 新 概念 ,其 
理论 体系 是 对 经 典 误差 理论 的 充实 和 完善 。 


四 、 产 生 测量 不 确定 度 的 原因 


测量 过 程 中 的 随机 效应 和 系统 效应 均 会 导致 测量 不 确定 度 , 具体 的 测 
基 不 确定 虑 因素 可 从 以 下 几 个 方面 分 析 归 纳 ， 

1. 被 测量 的 定义 不 完整 或 不 完善 

例 旭 : 定义 被 测量 是 一 根 标 称 值 为 lm 长 的 钢 根 的 长 度 。 如 果 要 求 炙 
准 至 um 晤 级 , 则 被 测量 的 定义 就 不 够 完整 。 因 为 此 时 被 测 钢 棒 受 温度 和 
压力 的 影响 已 较 明 显 , 而 这 些 条 件 没 有 在 定义 中 说 明 , 由 于 定义 的 不 完整 
使 测量 结果 引 人 温 度 和 压力 影响 的 不 确定 度 。 这 时 完整 的 被 测量 定义 应 
是 : 标 称 值 为 lm 的 钢 律 在 25. 0oC 和 101 325Pa 时 的 长 度 。 若 在 定义 要 求 
的 温度 和 压力 下 测量 , 就 可 避免 由 此 引起 的 不 确定 度 。 

2. 实现 被 测量 定义 的 方法 不 理想 

如 上 例 , 完整 定义 的 被 测量 , 由 于 测量 时 温度 和 压力 实际 上 达 不 到 定 
义 的 要 求 { 包 括 由 于 温度 和 压力 的 测量 本 身 存在 不 确定 度 ), 使 测量 结果 引 
人 不 确定 度 。 叉 如 在 微波 测量 中 ,“ 衰 碱 " 量 是 在 吧 配 条 忻 下 定义 的 , 但 实 
际 测量 系统 不 可 能 理想 匹配 ,因此 失 配 会 引起 不 确定 度 。 

3. 取样 的 代表 性 不 够 ， 即 被 测量 的 样本 不 能 完全 代表 所 定义 的 被 测量 


例如 , 被 测量 为 某 种 介质 材料 在 给 定 频率 时 的 相对 介 电 常数 。 由 于 测 
量 方法 和 测量 设备 的 限制 ， 只 能 取 这 种 材料 的 一 部 分 合成 样 块 , 然后 对 其 
进行 测量 ,如 果 测 量 所 用 的 样 块 在 材料 的 成 分 或 均匀 性 方面 不 能 完全 代表 
定义 的 被 测量 , 则 样 块 就 引起 测量 不 确定 度 。 

4. 对 测量 过 程 受 环境 影响 的 认识 不 周全 , 或 对 环境 条 件 的 测量 与 控制 

不 完善 

同样 以 上 述 钢 棒 为 例 , 不 仅 温 度 和 压力 影响 其 长 度 , 实际 上 , 温度 和 钢 
梯 的 支 冰 方式 都 有 明显 影响 , 但 由 于 认识 不 足 , 没有 采取 措施 , 就 会 引起 不 
确定 度 。 此 外 在 按 被 测量 的 定义 测量 钢 标的 长 度 时 , 测量 温度 和 压力 所 用 
的 温度 计 和 压力 表 的 不 确定 度 也 是 不 确定 度 的 来 源 。 
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叉 比 如 在 水 银 温 度 计 的 检测 中 , 被 检 温 上 度 计 和 标准 温度 计 都 放 在 同一 
个 恒温 模 中 进行 检测 , 恒温 档 内 的 温度 由 一 台 温 度 控 制 器 控制 , 在 实际 工 
作 中 控制 器 不 可 能 将 恒温 档 的 温度 稳定 在 一 个 恒定 值 , 实际 的 档 温 将 在 一 
个 小 的 温度 范围 内 往复 变化 ,这样 ， 由 于 标准 和 被 检 温 度 计 的 温度 响应 时 
问 常数 不 同 也 会 引起 不 确定 度 . 

5. 对 模拟 式 仪 器 的 读数 存在 人 为 偏差 ( 偏 移 ) 

模拟 式 仪 器 在 读 取 其 示 值 时 ,一般 是 佑 读 到 最 小 分 度 值 的 1710。 由 于 
观测 省 的 位 置 和 观测 者 个 人 习惯 的 不 同等 原因 , 可 能 对 同一 个 状态 下 的 显 
示 值 会 有 椒 同 的 售 读 值 , 这 种 养 异 将 产生 不 确定 度 。 

6， 测量 仪器 计量 性 能 (如 灵 钙 度 、 监 别 力 阐 .分 辨 力 、 死 区 及 稳定 性 等 ) 

上 的 局 限 性 


数字 仪器 的 不 确定 度 来 源 之 一 , 是 其 指示 装置 的 分 辨 力 。 侧 如 ,即使 
示 值 为 理想 重复 , 重复 性 所 贡献 的 浏 量 不 确定 度 仍然 不 为 零 ， 因为 仪器 的 
输入 信号 在 一 个 已 知 区 间 内 变动 , 却 给 出 同样 的 示 值 。 如 果 指 示 装 置 的 分 
辩 力 为 旨 ， 产 生 某 一 示 值 X 的 激励 源 的 值 以 等 概率 落 在 和 一 (8./2) 到 X 十 
(6./2) 区 间 内 。 该 激励 源 就 用 方差 为 zw 一 (6.):/12, 宽度 为 6 的 目 形 概率 
分 布 来 描述 , 对 在 一 示 信 ,其 标准 偏差 为 x 二 0. 2945. 。 

因此 , 对 于 一 台数 字 式 称 重 仪器 ， 其 指示 装置 的 最 低位 数字 是 1g 时 ， 


， 1 ， 1 
装置 分 状 力 的 方差 为 ”一 158 ， 标准 不 杭 定 度 为 58 一 0 298。 
7,， 数 予 计量 标准 的 值 和 标准 物质 的 值 不 准确 


通常 的 测量 是 将 被 测量 与 测量 标准 的 给 定 值 进 行 比较 实现 的 ， 因 此 ， 
标准 的 不 确定 度 直 接 引 入 测量 结果 。 例 如 用 天 平 测量 时 ， 测 得 质量 的 不 确 
定 度 中 包括 了 标准 硅 码 的 不 确定 度 。 


8， 引 用 的 数据 或 其 能 参量 的 不 确定 度 


例如 , 在 测量 黄 铜 的 长 度 随 温 虚 变 化 时 ， 要 用 到 黄 铜 的 线 热膨胀 系数 
ai， 查 数据 手册 可 以 找到 所 需 的 。 值 , 该 值 的 不 确定 度 也 可 由 手册 查 出 , 它 
同样 是 测量 结果 不 确定 度 的 一 个 来 源 。 

9, 与 测量 方法 和 测量 程序 有 关 的 近似 性 和 假定 性 

售 如 , 被 测量 表达 式 的 近似 程度 ,自动 测试 程序 的 迭代 程度 ， 电 测量 中 
由 于 测量 系统 不 完善 引起 的 绝缘 据 电 、 热 电势 、 引 线 电 阻 上 的 压 降 等 , 均 会 
引起 不 确定 度 。 


]， 在 表面 上 效 来 完全 相同 的 条 件 下 ,被 测量 重复 观测 值 的 变化 
在 实际 工作 中 我 们 经 常会 发 现 , 无 论 怎样 控制 环境 条 件 以 及 各 类 对 测 
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量 结 果 洒 能 产生 影响 的 因素 ,而 最 终 的 测量 结果 总 会 存在 一 定 的 分 散 性 ， 
即 多 次 测量 的 结果 并 不 完全 相等 。 这 种 现象 是 一 种 客观 存在 ， 是 由 一 些 随 
机 效应 造成 的 。 

上 述 不 确定 度 的 来 源 可 能 相关 , 例如, 第 10 项 可 能 与 前 面 各 项 有 关 ， 
对 于 那些 尚 末 认 识 到 的 系统 效应 , 显然 是 不 可 能 在 不 确定 度 评定 中 予以 考 
虚 的 , 但 它 可 能 导致 测量 结果 的 误差 。 

由 此 可 见 , 测量 不 确定 度 一 般 来 源 于 随机 性 或 模糊 性 。 前 者 归 因 于 条 
件 椒 充分, 后 者 归 因 于 事物 本 身 概 念 不 明确 。 因 而 测量 不 确定 度 一 般 由 许 
多 分 量 组 成 , 其 中 一 些 分 量具 有 统计 性 ， 另 一 些 分 量具 有 非 统计 性 。 所 有 
这 些 不 人 确定 度 来 源 , 若 影 响 到 测量 结果 , 都 会 对 测量 结果 的 分 获 性 作出 贡 
献 。 也 就 是 说 由 于 这 些 不 确定 虚 来 源 的 综合 效应 , 使 测量 结果 的 可 能 值 服 
从 某 种 概率 分 布 。 可 以 用 概率 分 布 的 标准 差 来 表示 测量 不 确定 度 ， 即 标准 
不 确定 度 , 它 天 示 测 量 结 果 的 分 散 性 。 也 可 以 用 具有 一 定 置信 概率 的 区 间 
来 表示 测量 不 确定 度 。 

分 析 测 量 不 确定 度 来 源 时 应 该 全 面 考虑 , 做 到 不 遗漏 , 不 重复 , 特别 是 
应 考虑 对 结果 影响 大 的 不 确定 度 来 源 ， 造 漏 会 使 测量 不 确定 度 虚 假 地 过 
小 , 重复 会 使 测量 不 确定 度 无 故地 降低 ， 


五 、 测 量 过 程 的 数学 模型 的 建立 


浏 县 不 确定 度 的 分 析 与 评定 是 从 确定 测量 方法 和 建立 测量 过 程 的 数学 
模型 开始 的 ， 它 是 正确 合理 评定 测量 不 确定 度 的 基础 。 
建立 数学 模型 也 称 测量 模型 化 , 目的 是 要 建立 满足 测量 不 确定 度 评定 
要 求 的 数学 模型 ， 邮 被 测量 Y 和 所 有 各 影响 量 X,(: 一 1,2,… :xm) 间 的 画 数 
关系 ， 其 一 般 形式 可 写 为 
Y= f/f(X, Ky rr, NX,) 
式 中 , 了 称 为 被 测量 或 输出 量 ， 而 X, 则 称 为 影响 量 或 输 人 量 。 
车 被 测量 Y 的 估计 值 为 y, 输 入 量 天 的 估计 值 为 x (1 二 1,2,… sn) , 则 有 
y= Fry ras a) 
1 对 数学 模型 的 要 求 


数学 模型 应 包含 能 影响 测量 结果 的 全 部 影响 量 ， 它 既 能 用 来 计算 测量 
结果 , 又 能 用 来 全 面 地 评定 测 基 结 时 的 不 确定 度 。 由 于 在 许多 情况 下 , 用 
来 计算 测量 结果 的 公式 是 一 个 近似 式 , 因此 不 要 把 数学 模型 简 单 地 理解 为 
就 是 计算 测量 结果 的 公式 ， 也 不 要 理解 为 就 是 测量 的 基本 原理 公式 。 在 许 
多 情况 下 他 们 经 常 是 有 区 别 的 。 

原则 上 ,似乎 上 所 有 对 测量 结果 有 影响 的 输入 量 都 应 该 在 计算 公式 中 出 
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现 , 但 实际 情况 却 不 然 , 有 些 输 入 量 虽然 对 测 其 结果 有 影响 , 但 由 于 信息 量 
的 缺乏 ,在 具体 测量 时 无 法 定量 地 计算 出 它 对 测量 结果 影响 的 大 小 。 此 时 
只 能 将 其 作为 测量 不 确定 度 处 理 , 这 些 输 人 量 将 不 会 出 现在 测量 结果 的 计 
算 公 式 中 ,也 有 些 输 入 量 由 于 对 测量 结果 的 影响 很 小 而 被 忽略 ， 故 在 测量 
结果 的 计算 公式 中 也 不 出 现 , 但 他 们 对 测量 结果 不 确定 度 的 影响 却 可 能 是 
必须 考虑 的 。 如 果 仅 从 计算 公式 出 发 来 进行 不 确定 度 评定 , 则 上 述 这 些 不 
确定 度 分 晤 就 可 能 被 遗漏 。 
在 不 确定 度 评 定 中 , 建立 一 个 合适 的 数学 模型 是 测量 不 砚 定 度 评定 合 
理 与 否 的 最 关键 的 一 步 。 一 个 好 的 数学 模型 应 该 能 满足 下 述 条 件 : 
(1) 数学 模型 应 包 合 能 影响 测量 结果 的 全 部 输入 量 ， 
(2) 木 遗 漏 任何 能 影响 测量 结果 的 不 确定 度 分 量 ; 
(3) 不 重复 计算 任何 一 项 对 测量 结果 有 影响 的 不 确定 度 分 量 ; 
《4) 当选 取 的 输入 量 不 朵 时 ， 有 时 数学 模型 可 以 写成 不 同 的 形式 。 不 
间 输 入 量 之 间 的 相关 性 可 能 不 同 ， 此 时 应 选择 合适 的 输 人 量 ， 以 避免 处 理 
较 麻 烦 的 相关 性 ， 
建立 数学 模型 应 和 寻找 各 影响 测量 不 确定 度 的 来 源 同步 反复 进行 。 一 
般 先 根据 测量 原理 设法 从 理论 上 导出 初步 的 数学 模型 。 然 后 再 将 初步 模型 
中 遗漏 的 能 影响 测量 不 确定 度 的 输入 呈 一 一 补充 , 使 数学 模型 逐步 完善 。 
2. 数学 模型 的 建立 
若 被 测量 的 量 值 能 够 通过 计量 器 具 直 接 测 得 , 而且 不 需要 经 过 任何 其 
他 计算 , 这 种 被 称 为 直接 测量 的 测量 方程 式 可 简单 表示 为 
Y=X (5-1) 
式 中 XX 为 输入 量 , 也 是 被 测量 , Y 为 输出 量 , 也 是 被 测量 。 式 (5-1}) 称 为 直 
接 测 量 过 程 的 数学 模型 。 直 接 测量 问题 在 实际 测量 中 非常 常见 ， 如 用 一 卡 
尺 测 量 工件 尺寸 时 ， 则 工件 的 斥 寸 就 等 于 卡尺 的 示 值 。 需 要 说 明 的 是 ， 对 
于 测量 准确 度 要 求 较 高 , 必须 考虑 被 测量 以 外 的 影响 量 时 (如 温度 变化 对 工 
忻 尺 寸 的 影响 ) ,其 数学 模型 随 之 变 成 为 如 下 所 述 的 间接 测量 过 程 的 形式 。 
在 实际 浏 量 的 很 多 情况 下 ,被 测量 Y 不 能 直接 测 得 , 而 是 先 直接 浏 量 
与 之 有 关 的 其 他 量 XX， XX;，'…，Xw， 然 后 通过 函数 关系 式 
Y= f(Xi, Ks, Xn) (5-2) 
来 确定 。 这 种 函数 关系 式 就 称 为 间接 测量 过 程 的 数学 模型 ,简称 数学 模型 。 
由 于 数学 模型 可 能 不 完善 ， 所 有 有 关 的 量 应 充分 地 反映 其 实际 情况 的 
变化 ,以便 可 以 根据 尽 可 能 多 的 观测 数据 来 评定 不 确定 度 。 在 可 能 情况 下 ， 
应 采用 按 长 期 积累 的 数据 建立 起 来 的 经 验 模型 。 核 查 标准 和 控制 图 亲 以 表 
明 测 量 过 程 是 否 处 于 统计 控制 状态 之 中 , 有 助 于 数学 可 型 的 建立 和 测量 不 
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视 定 度 的 评定 。 

数学 模型 不 是 惟一 的 ， 如 果 采 用 不 同 的 测量 方法 和 不 同 的 测量 程序 ， 
就 可 能 有 不 同 的 数学 模型 。 例 如 

一 个 随 温度 1 变化 的 电阻 器 两 端的 电压 为 了, 在 温度 为 时 的 电阻 为 
R, ,电阻 器 的 温度 系数 为 e， 则 电阻 器 的 损耗 功率 中 (输出 量 或 被 测量 ?取决 
于 V, Re, a 和 1( 输 入 量 ), 即 

P=ftV, Ray a N=V ARoL1+att—t)))} 

同样 是 测量 该 电阻 器 的 损耗 功率 P, 我 们 也 可 采用 测量 其 端 电 压 和 流 

经 电阻 的 电流 了 来 获得 , 则 P 的 数学 模型 就 变 成 
P= fiV, DD=VI 

输出 量 Y 的 输 和 人 量 X， 和，，…， 听 本 身 可 看 作 被 测量 , 也 可 取决 于 其 
他 量 , 甚至 包括 具有 系统 至 应 的 收 正 值 ， 从 而 可 能 导出 一 个 十 分 复杂 的 画 
数 关 系 式 ， 以 至 函数 了 不 能 明确 地 表示 出 来 ， 

数学 模型 可 用 已 知 的 物理 公式 求 得 , 也 可 用 实验 的 方法 确定 ， 甚 至 只 
用 数值 方程 给 出 (数值 方程 为 物理 方程 的 一 种 , 用 于 表示 在 给 定 测量 单位 的 
条 件 下 ,数值 之 间 的 关系 ， 而 无 物理 量 之 间 的 关系 )。 如 果 数 据 囊 明 了 没有 
能 将 测量 过 程 模型 化 至 测量 所 要 求 的 准确 度 ， 则 必须 在 f 中 增加 输入 量 ， 
即 增 加 影响 量 。 鲍 如 在 电阻 功率 的 测量 中 ,增加 电阻 上 已 知 的 温度 非 均匀 
分 布 、 电阻 温度 系数 的 非 线性 关系 、 电 阻 值 与 大 气压 力 的 关系 等 , 直至 测量 
结果 满足 测量 要 求 ， 

设 式 (5-2) 中 被 测量 Y 的 估计 值 为 y， 输 入 量 X, 的 估计 值 为 x,， 则 有 

y= fr Ter es XN) (5-3) 

在 式 (5-2) 中 , 类 写 字母 宕 示 的 量 的 符号 既 代 表 可 测 的 量 , 也 代表 随机 变 
量 。 当 氢 述 为 只 具有 某 概 率 分 布 时 ， 这 个 符号 的 合 义 就 是 随机 变量 ， 

在 一 列 观 测 值 中 , 第 上 个 %, 的 观测 值 用 zx 囊 示 。 如 电阻 器 的 电阻 符 
号 为 R,， 则 其 观测 列 中 的 第 上 次 值 表示 为 rs 。 

在 式 (5-3) 中 ， 当 被 测量 Y 的 最 佳 估 计 值 y 是 通过 输入 量 针 , ，Xs ，…， 
Ky 的 估计 值 zt， Has "sy zw 得 出 时 ， 可 有 以 下 两 种 方法 : 

第 一 种 

J 二 Ly 


Nl 


一 Df ty "sy Tw) {5-4) 
kl 


式 (5-4) 中 , y 是 取 Y 了 的 nn 次 独立 观 浏 值 y; 的 算术 平均 值 , 其 每 个 观测 什 
Yi 的 不 确定 度 相同 ， 且 每 个 > 都 是 根据 同时 获得 的 N 个 输入 量 廊 , 的 一 组 
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完整 的 观测 信 求 得 的 。 
第 二 种 
JH 二 fz Ts Fy) (5-5) 
式 (5-5) 中 ,4 一 二》 Xs， 它 是 独立 观测 信 x。 的 算术 平均 值 。 这 一 方法 
此 一 1 


的 实质 是 先 求 X, 的 最 佳 估 计 值 ,上 表 通 过 函数 关系 式 得 出 y。 

以 上 丙种 方法 , 当 是 输入 量 XX, 的 线性 函数 时 , 它们 的 结果 相同 。 但 
当 是 外 ,的 非 线性 函数 时 ， 用 式 (5-4) 和 和 式 (5-5) 计 算出 Y 的 最 佳 估计 秆 
可 能 不 同 , 而 以 式 (5-4) 的 计算 方法 较为 优越 。 

假如 我 们 用 输入 量 4 表示 长 , 用 输入 量 B 表 示 宽 , 由 而 积 公式 我 们 可 
得 到 输出 量 的 数学 模型 为 5 二 AB。 假 设 对 长 A 和 宽 B 分 别 进行 了 两 次 测 
量 ,其 结果 ( 知 计 值 ? 分 别 为 m ,es 和 如 如， 则 由 式 (5-4} 可 求 得 面积 的 一 
个 最 佳 佑 计 值 为 


$1 一 到 (ai t+asb:) 


同样 , 利用 式 (5-5) 可 求 得 面积 的 另 一 个 最 佳 估 计 值 为 


| 


= 了 Cab asbs tabs tap) 


由 于 测量 结果 存在 分 散 性 , 一般 a 关 as， 如 闫 如 所 以 5 去 ss， 这 时 可 认 
为 依 式 (5. 4) 的 计算 结果 s, 更 具有 优越 性 。 

在 数学 模型 中 , 输入 量 半 /，X;，… ,Xv 可 以 是 : 

全 由 当前 直接 测定 的 量 。 它 们 的 值 与 不 确定 度 可 得 自 单一 观测 、 重 复 
观测 、 依据 经 验 对 信息 的 估计 ， 并 可 包含 测量 仪器 读数 修正 值 ， 以 及 对 周围 
温度 、 大 气压 、 温度 等 影响 的 修正 值 。 

怨 由 外 部 来 源 引入 的 量 。 如 已 校准 的 测量 标准 、 有 证 标准 物质 、 由 手 
册 所 得 的 参考 数据 等 。 

必须 强调 指出 一 点 , 对 于 有 国家 规定 检测 方法 的 测量 项 目 , 其 对 应 的 
国家 标准 或 检测 技术 规范 对 测量 方法 、 数 学 模型 、 测 量 条 件 , 测量 程序 步 又 
和 结果 评定 方法 均 做 了 详尽 的 规定 , 是 具有 法 律 效力 的 技术 文件 , 必须 遵 
守 。 


六 、 测 量 不 确定 度 传播 律 


测 基 不 确定 度 通常 由 测量 过 程 的 数学 模型 和 不 确定 度 的 传播 律 来 评 
定 。 测 量 过 程 的 数学 模型 建立 之 后 ， 确 定 测 量 不 确定 度 传播 公式 则 是 测量 
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不 确定 度 评 定 又 一 重要 步 又 。 
由 ?= ACr，za，…，zw) 可 得 到 输出 量 (被 测量 )Y 的 估计 值 y (测量 结 
果 ) 的 不 确定 度 为 


us Cy) 一 Ei Cri 十 [2 | lz) 十 … 十 


ET cw +2D 5 [3 hz, x) (5-6) 


17y= 寺 1 


式 (5-6) 称 为 测量 不 确定 度 传播 律 , 其 中 称 为 灵敏 系数 ，v(z,) 分 别 为 输 


人 量 X, 的 估计 值 x, 的 标准 不 确定 度 ，u{x,，xz,) 为 任意 两 输入 量 估 计 值 的 
协 方 差 鹃 数 。 

各 输入 估计 值 x, 及 其 标准 不 确定 度 uCx,) 得 白 输入 量 X, 可 能 值 的 概 
率 分 布 。 此 概率 分 布 可 能 是 基于 X, 的 观测 列 的 频率 分 布 , 也 可 能 是 基于 经 
验 和 有 用 信息 的 先 验 分 布 。 标 准 不 确定 度 分 量 的 A 类 评定 基于 频率 分 布 ， 
B 类 评定 基于 先 验 分 布 ， 应 认识 到 , A,，B 两 类 评定 只 是 评定 方法 的 不 同 ， 
其 本 质 是 相同 的 ， 
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一 、 单 次 测量 结果 实验 标准 差 与 平均 值 实 验 标 准 差 


对 被 测量 X, 在 重复 性 条 件 下 进行 次 独立 重复 观测 , 观测 值 为 x, (一 
1 2, + 1 算术 平均 值 了 为 


工 一 二 (5-7) 
ni 


s(X,) 为 单 次 测量 的 实验 标准 差 , 由 贝 塞 尔 公式 计算 得 到 


xz) = iD 了 (5-8) 
sz 为 平均 值 的 实验 标准 差 ， 其 值 为 
5(Z) = 本 (5-9) 


某 物理 量 的 观测 值 ， 若 已 消除 了 系统 误差 , 只 存在 随机 误差 , 则 观测 值 散布 
在 其 期 望 值 附近 。 当 取 若 于 组 观测 值 ， 它 们 各 自 的 平 沟 值 也 散布 在 期 望 值 
附近 , 但 比 单个 观测 值 更 靠近 期 望 值 。 也 就 是 说 ， 多 次 测量 的 平均 值 比 一 
次 测量 值 更 准确 , 随 着 测量 次 数 的 增多 , 平均 值 收 化 于 期 望 值 ， 因 此 , 通常 
以 样本 的 算术 平均 什 至 作 为 被 测量 信 的 售 计 ( 即 测量 结果 )， 以 平均 值 的 实 
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恰 标准 差 ;:(z) 作 为 测量 结果 的 标准 不 确定 度 , 即 A 类 标准 不 确定 度 。 

如 果 测 量 结 果 必 到 上 面 次 独立 重复 观测 中 的 m 次 的 算术 平均 值 工 。 
(所 m 筷 ， 则 ,对 应 的 A 类 标准 不 确定 认为 s(x ) /vim。 

所 以 , 当 测 量 结果 取 观 测 到 的 任 一 次 x, 时 所 对 应 的 A 类 不 确定 度 为 


HCXY = str,) (5-10} 
当 淹 量 结果 取 次 的 算术 平均 值 时 , x 所 对 应 的 态 类 不 确定 度 为 
u(x) = Sr) Yn (5-11) 
当 浏 量 结 果 取 其 中 的 mr 次 的 平均 值 工 ,。 时， 这。 所 对 应 的 A 类 不 销 定 度 
Urm) = sx) vm (5-12) 
Hz utZT) 和 w(x ) 的 自由 度 是 相同 的 , 都 是 
tv 二 一 1 (5-13) 


观测 次 数 n 充分 多 , 才能 使 A 类 不 确定 度 的 评定 可 和 车， 一 般 认 为 地 应 
大 于 6。 但 也 要 视 实 际 情况 而 定 ， 当 该 A 类 不 确定 度 分 量 对 合成 标准 不 确 
定 度 的 贡献 较 大 时 , ”不宜 太 小 , 反之 ， 当 该 A 类 不 确定 度 分 量 对 合成 标准 
不 确定 度 的 贡献 较 小 时 , 小 一 些 关系 也 不 大 。， 

式 (5-12) 用 于 测量 结果 是 取 测 量 2~3 次 的 算术 平均 值 计 (如 检定 规程 
要 求 这 样 做 ), 为 了 获得 较 高 的 自由 度 , 采取 较 多 次 的 测量 得 到 s(x,)。 

i(z,) 的 获得 , 并 不 是 每 一 次 、 每 一 个 测量 点 都 要 进行 多 次 测量 。 可 以 
采用 以 前 或 同类 测量 所 得 到 的 实验 标准 差 ; 在 一 个 量程 有 有 多 个 受 检 点 的 情 
况 下 (如 检定 材料 试验 机 的 示 值 误差 ;, 可 以 选 到 示 秆 变动 件 最 大 的 点 进行 
多 次 测量 而 得 到 实验 标准 差 sx,}, 用 以 代表 整个 量程 各 点 。 

当 不 确定 度 以 绝对 形式 表示 (如 千分尺 ) 时 , 通常 选取 整个 量程 最 大 检 
定点 进行 多 次 测量 , 计算 实验 标准 差 5%(z,)， 用 以 代表 整个 量程 各 点 。 当 不 
确定 度 以 相对 形式 表示 (如 材料 试验 机 } 时 , 通常 选取 整个 量程 最 小 点 进行 
多 次 测量 ,计算 相对 实验 标准 差 so (x,}, 用 以 代表 整个 量程 各 点 。 但 也 有 
例外 的 情况 ， 如 常规 型 橡胶 国际 硬度 计 的 测量 范围 为 (30~-90)IRHD,， 其 示 
值 变动 性 最 大 的 点 往往 出 现在 60 IRHD, 这 时 ， 实验 标准 差 ;(x,) 的 测定 可 
选取 在 60 IRHD 附近 。 有 时 , 同一 量程 中 不 同 点 得 到 的 实验 标准 差 s(x,) 
相差 可 以 比较 大 {如 金属 洛 氏 硬度 计 ), 这 时 , 不 能 用 一 个 点 的 实验 标准 差 
去 代 兰 其 他 点 。 

【 例 5-1】 对 一 等 标准 活塞 压力 计 的 活塞 有 效 面 积 进行 检定 。 在 各 种 
上 经 力 干 测 得 10 次 活塞 有 效 面 积 S$, 与 工作 基准 活塞 面积 5S, 之 比 如 下 ， 

0. 250 670 0, 250 673 
0. 250 670 0. 250 671 
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0. 250 6735 0. 250 B71 
0. 250 675 0. 250 670 
0, 250 673 D0, 250 670 


则 其 最 佳 估计 值 7 为 
i 2 2 0. 250 672 


由 贝 塞 尔 公 站 求 得 单 次 测量 标准 差 :0 ) 为 


> (DD) 38 又 10 让 _ Li 
0) = /05X10 


1 由 测 基 重复 性 导 臻 的 标准 不 确定 度 oa (为 
S 

土 区 和 (是 表 永 一 等 标准 活塞 压力 计 活 塞 有 效 面 积 S, 与 工作 基准 活 
塞 面 积 $, 之 比 ! 的 由 测量 重复 性 引起 的 不 确定 度 分 量 ( 还 有 其 他 分 量 , 如 工 
作 基准 活塞 面积 5S. 的 不 确定 度 、 加 力 奢 码 的 质量 、 温度 影响 等 ), 由 
名 
“5, 
得 到 由 测量 重复 性 引起 的 入 的 标准 不 确定 度 分 其 

Ul (90 ) 一 号 * Hl] 《站 一 0. 65X107iS, 

以 相对 不 确定 度 表 示 


_S 0.65X10.5 
zi 5o) 一 可 Wi (2) = 0. 250 672 


aD =s(1) = =0, 65X10 5 


{ 


=2.6X107 


二 、 测 量 过 程 的 合并 样本 标准 差 
对 于 一 个 测量 过 程 , 若 采 用 核查 标准 或 控制 图 的 方法 使 其 处 于 统计 控 
制 状态 , 则 该 测量 过 程 的 合并 样本 标准 差 5 为 


ye 
sp 一 | 二 (3-14) 


式 中 ;, 为 每 次 核查 时 的 样本 标准 差 ; & 为 核查 次 数 ， 当 每 次 核查 , 其 自由 度 
相同 时 , 式 (5-14) 成 立 。 合 并 样本 标准 痉 s, 为 测量 过 程 长 期 的 组 内 标准 差 
的 平方 平均 值 的 正平 方 根 。 在 此 情况 下 , 由 该 测量 过 程 对 被 测量 X 进行 
次 观测 ， 以 算术 平均 值 作为 测量 结果 时 ， 其 标准 不 确定 度 x(z) 为 


Wrz) 二 了 (5-15) 
A 


【 鲍 5-2】 量 块 的 测量 保证 方案 。 为 使 实验 处 于 控制 状态 , 实验 宝 要 用 
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核 告 标准 随 时 检查 工作 。 现 以 核查 标准 量 块 建立 单个 量 块 的 标准 差 。 其 中 
第 :次 核查 时 的 样本 标准 差 ;, 为 


; = Pa, —L,.)’ 
式 中 工 ,为 第 ; 次 核查 的 第 / (一 1， 2， …， 1 个 测量 值 ( 指 与 量 坎 标 称 值 的 
偏差 ); 工 二 > LAm 。 设 站 为 核查 次 数 ,， 则 合并 样本 标准 差 5, 为 
一 三 2 
现 对 90mm 量 块 进行 重复 测量 , 核查 次 数 “一 2， 


中 第 一 次 核查 时 测量 值 Lv, 如下， 
0. 250pm, 0. 236pm, 0. 213pm, 0. 212pm, 0. 221pm, 0. 220pm 


算得 二 的 算术 平均 值 工 , 及 单 次 测量 标准 差 5 分 曾 为 
DL, 


一 二 一 225um 


6 
8 = ai = 0.015pm 
+ 一 上 


名 第 二 次 核查 时 测量 值 L;, 如 下 : 
0. 248pm, 0, 236pm; 0, 210pm, 0. 222um, 0. 225umy 0. 228um 
算得 工 :的 算术 平均 值 工 : 及 单 次 测量 标准 差 ss 分 别 为 


了 


Ls = SH = 0.228pm 


人 
5 一 pt 一 开关 = 0.013pm 
了 一 1 


故 核查 二 次 (一 2 的 合并 样本 标准 差 w 为 


2 3 
5 5 CE um =0. 014pm 


若 以 s, 作为 核查 标准 , 考查 任 一 次 测量 , 测量 次 数 x 二 6, 则 标准 不 确 


定 度 w(x) 为 
0.014 
zz) 一 卫 一 一 一 一 0.006 dpm 
Yn 蝴 


L 和 Is 的 实验 标准 差 非常 接近 ,表征 被 测量 处 于 统计 控制 状态 ;平均 什 
广 和 了 之 差 反 映 了 被 测量 的 漂移 ,县 衡量 被 测量 的 另 一 个 重要 参数 指标 。 
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采 诈 合并 样本 标准 差 的 方法 可 以 核查 标准 是 否 处 于 控制 状态 ,还 可 以 
得 到 自由 度 比较 高 的 标准 不 确定 度 , 在 这 里 ,实验 标准 差 的 值 并 没有 明显 
的 变化 , 但 可 靠 性 却 提高 了 。 


三 、 规范 测量 中 的 合并 样本 标准 差 


所 谓 规 范 测量 ,指明 确 规 定 了 程序 、 条件 的 测量 , 例如 按 测量 仪器 检定 
规程 进行 的 检定 ， 按 给 定 技术 规范 对 样品 某 参 数 的 测量 ,认定 测量 处 于 统 
计 控 制 状 态 下 时 ， 可 认为 筱 测量 X 的 单 次 测量 结果 zx, 的 标准 差 tx,) 相 等 。 
通过 宕 积 下 来 的 测 基 结果, 计算 出 自由 度 充 分 大 的 合并 样本 标准 差 ;, 《x)， 
以 用 于 每 次 测量 结果 的 评定 。 

也 井 普 个 被 测量 X, 在 重复 性 条 件 下 , 均 进 行 了 次 独立 观测 , 测 值 分 
人 


ss (5-16) 


1=1 


自由 度 为 y==m(xn 一 1) 
罗兰 刀 个 被 测量 重复 的 次 数 不 完全 相同 , 设 各 为 x,，X, 的 标准 盖 x(z) 
的 自由 度 分 别 为 v 二 tn 一 1); 通过 苔 个 5, 与 v, 可 得 s, 为 


‘5-17) 


自由 度 为 


例如 : 对 某 量 每 次 测量 时 ， 重复 观测 6 次 (n= 6), 对 这 样 的 量 , 我 们 测 
了 10 个 tm 一 10), 即 对 10 个 被 测量 各 进行 了 6 次 观测 。 在 记录 中 , 可 以 得 
出 6X10 个 残 差 , 其 平方 和 除 以 m(n 一 1)， 即 为 合并 样本 方差 总 (z)， 自 由 
度 y 二 mtn 一 1}==50。 

如 染 已 算出 各 次 标准 差 % (通过 n=6, 按 贝 塞 尔 公 式 算出 }, 则 可 用 这 
加 个 已 算出 的 样本 方差 之 和 的 平均 值 作为 si Cz), 自由 度 仍 为 mn 一 1)。 

如 果 每 次 测量 的 观测 次 数 不 同 , 但 均 已 算出 各 次 标准 差 *， 则 可 对 这 严 
个 5, 按 加 要 平均 的 方法 计算 中 (z)， 自 由 度 为 >》， wm。 

推 而 广 之 , 可 以 把 合并 样本 标准 差 应 用 到 性 质 相同 的 不 同 观 测 结 果 ， 
比如 依据 检定 规程 ,对 一 台 仪 器 覆盖 整个 量程 均 名 分布 的 10 个 点 检定 
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(2 二 10)， 千 个 点 测量 2 次 (na 一 2)， 当 各 点 2 次 测量 值 所 得 到 的 实验 标准 差 
% 没有 明显 的 差异 和 规律 性 变化 时 ,证 以 用 合并 样本 标准 差 的 方法 , 得 到 
各 受 检 点 让 测量 重复 性 引起 的 个 确定 度 。 

每 个 点 单 次 测量 结果 的 标准 不 确定 度 


1 bul ; 
= | Ys 5-18 
ul) y 到 2 (5-18) 


每 个 点 ”次 测量 平均 值 的 测量 结果 标准 不 确定 度 


Pr 


ar) = 二 2 (5-19) 
二 面 标准 不 确定 度 的 自由 度 为 :ta -1} 二 10。 这 里 , 每 个 检定 点 贡 
献 1 个 独立 的 残 差 。 
妆 有 的 试验 只 能 得 到 一 个 观测 值 时 ， 可 考虑 用 两 各 型 号 、 准 确 度 完 全 
相同 的 仪器 向 时 进行 测量 ,由 两 台 仪器 的 测量 结果 作为 一 组 数 ， 并 进行 多 
组 试验 册 合 并 标准 差 ， 


四 、 不 确定 度 A 类 评定 的 独立 性 


在 重复 性 条 件 下 所 得 的 测量 列 的 不 确定 度 , 通常 比 用 其 他 评定 方法 所 
得 到 的 不 确定 度 更 为 客观 ,并 具有 统计 学 的 严格 性 , 但 要 求 有 充分 的 重复 
次 数 。 此 外 , 这 一 测量 程序 中 的 重复 观测 值 , 应 相互 独立 。 例 如 : 

由 被 测量 是 一 批 材料 的 某 一 特性 , 所 有 重复 观测 值 来 自 同一 样品 , 而 
取样 又 是 测量 程序 的 一 部 分 , 则 观测 值 不 共有 独立 性 ,必须 把 不 同样 本 间 
可 能 存在 的 随机 差异 导致 的 不 确定 度 分 量 考虑 进去 ; 

多 测量 仪器 的 调 零 是 测量 程序 的 一 部 分 、 重 新 调 零 应 成 为 重复 性 的 一 
部 分 ; 

也 通过 直径 的 测量 计算 圆 的 而 积 , 在 直径 的 重复 测量 中 , 应 随机 直选 
取 不 同 的 方向 观测 ; 

井 当 使 用 测量 仪器 的 同一 测量 段 进行 重复 测量 时 , 测量 结果 均 带 有 相 
同 的 这 一 测量 段 的 误差 , 而 降低 了 测量 结果 间 的 相互 独立 性 ， 

多 在 一 个 气压 表 上 重复 多 次 该 取 示 值 , 把 气压 表 扰 动 一 下 ,， 热 后 让 它 
售 复 到 平衡 状态 再 进行 读数 ,因为 即使 大 气压 力 并 无 变化 , 还 可 能 存在 示 
值 和 读数 的 误差 。 

在 介绍 不 确定 度 来 源 时 , 我 们 知道 各 不 确定 度 来 源 可 能 相关 , 不 确定 
度 来 源 中 的 任何 一 项 都 可 能 影响 到 另外 一 项 ， 即 在 相同 条 件 下 被 测量 在 重 
复 观测 中 的 变化 , 这 一 项 通常 采用 A 类 评定 的 方法 。 所 以 A 类 不 确定 度 评 
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定 不 仅 要 注意 不 要 把 影响 量 遗 洽 ， 更 要 注意 影响 晶 的 相互 独立 ,不 要 重复 
计算 。 

影响 量 的 相互 影响 有 时 是 难免 的 ， 所 以 有 时 也 可 能 出 现 重复 计算 , 例 
如 标准 量 块 的 校准 中 , 量 块 长 度 基 的 实验 标准 差 可 能 已 包含 了 比较 仪 的 随 
机 效应 。 但 当 这 些 量 对 合成 标准 不 确定 上 度 的 贡献 比较 大 时 , 应 考虑 把 重复 
计算 的 影响 量 扣除 , 如 采用 标准 党 氏 硬 度 块 检定 金属 洛 氏 硬度 计 , 硬度 块 
的 均匀 性 既 影 响 到 硬度 上 的 不 确定 度 ， 义 影响 到 硬度 计 的 测量 重复 性 , 而 
且 影 响 相 当 大 ， 这 时 要 注意 不 能 重复 计算 。 


五 、 阿 耸 方 差 


如 采 被 测量 随时 间或 空间 的 变化 呈 随 机 性 , 则 可 采用 专门 的 方差 分 析 
方法 求 得 其 标准 益 。 例 如 在 频率 稳定 度 的 测量 方面 , 由 于 闪烁 噪声 对 振 游 
器 的 影响 , 若 用 中 塞 尔 公 式 估计 其 标准 差 , 则 不 收敛 , 即 随 着 取样 次 数 2 的 
增 大 , 标准 差 也 增 大 ,因此 , 对 频率 随机 起 伏 的 参量 ,频率 稳定 度 的 测量 采 
用 阿 伦 方差 的 方法 。 

设 对 被 测量 频率 进行 十 1 次 测量 ,每 次 测量 的 取样 时 间 为 r, 以 每 两 
次 测量 为 一 组 ， 其 测量 值 分 别 为 y, 和 y,-,， 风 由 式 (5-20) 求 得 的 方差 称 为 
阿 伦 方差 ， 


or) 一 起 (CD 55-20) 
频率 稳定 度 测量 的 标准 差 为 ,C0) 二 [5 (57 
六 、 入 类 不 确定 度 评定 的 自由 度 和 评定 流程 


1, 在 类 不 确定 度 评定 的 自由 度 


对 于 入 类 评定 , 各 种 情况 下 的 自由 度 为 ， 

(1) 用 贝 塞 尔 公式 计算 实验 标准 差 时 , 若 测 量 次 数 为 x,， 则 自由 上 度 
vy 二 1 一 1]。 

(2) 当 同 时 测量 + 个 被 测量 时 ， 自 由 度 v=n 一 1， 

(3) 对 于 合并 样本 标准 差 w， 其 自由 度 为 各 组 的 自由 度 之 和 。 例 如, 对 
于 每 组 测量 ” 次, 共 测 量 mw 组 的 情况 , 其 自 自 度 为 mx (一 1)， 

《4) 当 用 极 差 法 居 计 实验 标准 盖 时 ,其 自 岂 上 度 与 测量 次 数 = 的 关系 见 
家 5-2。 
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表 5-2 极 差 法 自由 订 表 


比较 贝 塞 尔 法 和 极 差 法 的 自由 度 , 就 可 以 发 现在 相同 测量 次 数 的 条 件 
下 ，; 极 差 法 的 自由 度 比 贝 塞 尔 法 小 。 这 就 是 说 , 用 极其 法 得 到 的 实验 标准 
差 的 准确 度 比 贝 塞 尔 法 低 。 由 于 极 差 法 没有 有 效 利用 所 提供 的 全 部 信息 
量 ， 其 准确 程度 较 差 也 是 必然 的 。 

2, 4 类 不 确定 度 评定 的 流程 图 

总 结 以 上 所 述 ， 可 用 图 5-1 简明 地 表示 出 标准 不 确定 度 A 类 评定 的 流 


程 。 


对 XY, 独立 观测 得 


Ti 2 
则 汉 , 的 观测 结果 


上 
= TE 


] 
= 其 人 二 22 十 世 


+ 的 标准 不 确定 度 


utX) = 5{x,) = 4 PTC Fl ) 


图 5-1 标准 不 确定 朗 A 关 评 定 流程 图 
第 三 节 标准 不 确定 度 的 B 类 评定 


一 、 日 类 不 确定 度 评定 的 信息 来 源 
如 果实 验 室 拥有 足够 多 的 时 间 和 资源 ,我 们 就 可 以 对 不 确定 度 的 每 个 
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了 解 到 的 原因 进行 详 候 的 统计 研究 。 壁 如, 来 用 各 种 不 同类 型 的 仪 噬 , 不 
同 的 测量 方法 、 方法 的 不 同 应 用 以 及 测量 理论 模型 的 不 向 近似 等 。 于 是 ， 
所 有 这 些 不 确定 度 分 量 就 可 用 观测 列 的 统计 标准 差 来 表征 。 换 言 之 , 所 有 
不 确定 度 分 量 可 以 用 A 类 评定 得 到 。 然 而 , 这 样 的 研究 并 非 经 济 可 行 , 很 
多 不 确定 度 分 其 实际 上 还 必须 用 别 的 方法 来 评定 。 

当 补 测量 六 的 估计 值 x, 不 是 由 重复 观测 得 到 ,其 标准 不 确定 度 kz) 
可 用 x, 的 可 能 变化 的 有 关 信 息 或 资料 来 评定 。 

B 类 评定 的 信息 来 源 有 以 下 六 项 ， 

岂 以 前 的 观测 数据 ; 

他 对 有 关 技 术 资 料 和 测量 仪器 特性 的 了 解 和 经 验 ; 

也 生产 部 门 提供 的 技术 说 明文 件 ; 

中 校 准 证 书 、 检定 证 书 或 其 他 文件 提供 的 数据 、 准确 度 的 等 别 或 级 别 ， 
包括 日 前 暂 在 使 用 的 被 限 误差 等 ; 

也 手 册 或 某 些 资料 给 出 的 参考 数据 及 其 不 确定 度 ; 

他 规定 实验 方法 的 国家 标准 或 类 似 技 术 文件 中 给 出 的 重复 性 限 7 或 复 
现 性 限 尺 用 这 类 方法 得 到 的 估计 方差 四 (z, )， 可 简称 为 卫 类 方 益 。 

对 了 类 评定 的 不 确定 度 , 给 出 其 标准 不 确定 度 的 主要 信息 来 源 为 各 种 
标准 和 规程 等 技术 性 文件 对 产品 和 材料 性 能 的 规定 , 生产 部 门 提供 的 技术 
说 明文 件 ， 有 时 还 来 源 于 测量 人 员 对 有 关 技 术 资料 和 测量 仪 磊 特性 的 了 解 
和 经 验 。 因 此 , 在 测量 不 确定 上 度 的 BB 类 评定 中 , 往往 会 在 一 定 程度 上 带 有 
某 种 主观 的 因素 ， 如 何 恰当 并 合理 地 给 出 B 类 评定 的 标准 不 确定 度 是 测量 
不 确定 度 评定 的 关键 问题 之 一 ， 


二 、B 类 不 确定 度 的 评定 方法 


1. 已 知 置信 区 间 和 包含 因子 

根据 经 验 和 有 关 信 息 或 资料 , 先 分 析 或 判断 被 测量 值 落 人 的 区 间 [ 一 
a， 下 十 a]， 并 合计 区 间 内 被 测量 值 的 概率 分 布 ， 再 按 置 信 水 准 p 来 估计 包 
含 因子 ， 则 B 类 标准 不 确定 上 度 u(x) 为 


ux) 一 (5-21) 


式 中 : ae 一 一 置信 区 间 半 宽 ; 
一 对 应 于 置信 水 淮 的 包含 因子 ，。 
2. 已 知 扩展 不 确定 度 0 和 包含 因子 
如 信 计 第 x, 来 源 于 制造 部 门 的 说 明 书 、 校准 证 书 、 手册 或 其 他 资料 ， 其 
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中 同时 还 明确 给 出 了 其 扩展 不 确定 度 UCx,) 是 标准 差 ,Cx,) 的 倍 , 指明 了 
包含 因子 的 大 小 , 则 标准 不 确定 度 性 巧 可 取 Cz 和， 而 估计 方差 让 (z) 
为 其 平方 。 

例如 校准 证 书 上 指出 标 称 值 为 1kg 的 夸 码 的 实际 质量 m= 1 000. 000 32g， 
并 说 明 按 包 含 因子 ==3 给 出 的 扩展 不 确定 度 U==0.24mg。 则 该 夸 码 的 标 
淮 椒 确定 度 为 xCm) 王 0. 24mg/3 一 80pg， 估计 方差 为 Cm) 二 (80pg)* 二 
6.4 X10“g。 相 应 的 相对 标准 不 确定 度 为 

Wa CH =u{m) m0 X10 

在 这 个 例子 中 , 夸 码 使 用 其 实际 值 1 000. 000 32g，, 而 不 使 用 其 标 称 值 ， 
即 付 码 是 以 “等 "使 用 。 评 定 出 的 标准 不 确定 度 80ug 是 1 000. 000 32g 的 标 
准 不 确定 度 。 

3. 已 知 扩展 不 确定 度 U, 和 置信 水 准 p 的 正 态 分 布 

如 xz, 的 扩展 不 确定 度 不 是 按 标 准 差 (z,) 的 大 倍 结 出 ,而 是 给 出 了 置 
信 水 准 疡 和 置信 区 间 的 半 宽 U， 除 非 另 有 说 明 , 一 般 按 正 态 分 布 考虑 评定 
其 标准 不 确定 度 ef(zr,)。 

UCT,) = 让 (5-22) 


p 


正 态 分 布 的 置信 水 淮 ( 置 信和 概率 )p 与 包含 因子 &, 之 间 存 在 着 表 5-3 所 
示 的 美 系 。 
表 5"3 正 态 分 布 情况 下 者 入 水 准 p 与 包含 因子 上 , 间 的 关系 


这 种 情况 在 以 “等 ”使 用 的 仪器 中 出 现 晤 多 , 例如 使 用 某 一 等 量 块 ， 我 
们 可 以 查 到 该 等 别 量 儒 的 扩展 不 确定 度 Us 与 量 块 的 标 称 值 L 有 一 个 关系 
式 , 通过 表 5-3 和 式 (5-22) 就 可 以 计算 出 量 块 的 标准 不 确定 度 。 

例如 , 校准 证 书 上 给 出 标 称 值 为 100 的 标准 电 诅 器 的 电 盟 R. 在 23 仿 
时 为 

R(t23C)= (010.000 74 士 0.000 13)0 

同时 说 明 置信 水 准 p 二 99%。 

由 于 Uw 一 0, 13mn, 按 表 5-1, &, 一 2. 58， 其 标准 不 确定 度 为 zx(R,) = 
0.13mm/2. 58 一 50kD， 估计 方差 为 中 人 RR) 一 (50n0)2 一 2.5 X10-202。 相 
应 的 相对 标准 不 确定 度 为 
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Wa (CR) =u RY/R,=5X10 

如 恨 据 所 获得 的 资料 表明 , 输 人 量 艺 的 值 有 50 的 概率 薄 于 a.. 和 4a. 
的 区 间 内 。 取 X, 的 最 值 估 计 值 x, 为 该 区 间 的 中 点 。 设 该 区 间 的 半 宽 为 
(ar 一 4 )72 一 ax。 在 假设 X, 的 可 能 值 接近 正 态 分 布 的 前 提 下 , 由 表 5-3 知 
ks 二 0.67, 则 取 x, 的 标准 不 确定 度 wtzr) 一 a/0.67， 其 方差 为 (zx,) = 
(a/0. 67)2 。 

例如 机 械 旺 在 测量 零件 尺寸 时 , 估计 其 长 度 以 50 上 的 概率 落 于 
10, 07mm 至 10. 15mm 之 间 ， 并 给 出 了 长 度 {= (10. 11 士 0.04)mm， 这 说 明 
0.04mm 为 p= 二 50% 的 置信 区 间 半 宽 , 在 接近 正 态 分 布 的 条 件 下 , 按 表 5-3， 
ka 一 0.67， 则 长 度 二 的 标准 不 确定 度 为 x( 站 ==0. 04mm/0.67==0. 06mm, 其 
方差 沟 ww 二 (0. 04/0. 67): 二 3. 6X10- mm。 

如 已 知 信息 表明 X, 之 值 接近 正 态 分 布 ， 并 以 0.68 概率 落 于 (a 一 
4- )/2 王 & 的 对 称 范围 之 内 , 由 表 5-3 知 一 ], 则 (x) 二 a。 

4. 已 知 扩展 不 锻 定 度 U, 以 及 置 情 水 准 p 与 有 效 自由 度 ww 的 上 分 布 


若 的 扩展 不 确定 度 不 仅 纵 出 了 扩展 不 确定 度 U, 和 置 情 水 准 p， 市 

且 给 出 了 有 效 自由 度 wk 或 包含 内 于 已， 这 时 必须 按 上 分布 处 理 。 
U, 

to Cheit) 

这 种 情况 提供 给 不 确定 度 评定 的 信息 比较 齐全 , 常 出 现在 标准 仪器 的 
校准 证 书 上 。 

例如 ,校准 证 书 上 给 出 标 称 秆 为 5kg 的 硅 码 的 实际 质量 为 zx 一 
5000.078g， 并 给 出 了 zm 的 测量 结果 扩展 不 确定 度 Us, 一 48mg， 有效 自 由 度 
uef 一 35。 

查分 布 表 可 得 知 ts(35) 一 2 03, 故 BB 类 标准 不 确定 讼 为 


(5-23) 


WEA) = 


5， 其 他 几 种 常见 的 分 布 

除了 正 态 分 布 和 + 分 布 以 外 ,其 他 常见 的 分 布 有 均匀 分 布 ， 反 正 苞 分 
布 、 三 角 分 布 、 构 形 分 布 及 两 点 分 布 等 。 

如 已 知 信息 表明 X, 之 值 x, 分 散 区 间 的 半 宽 为 a, 且 x, 落 于 x, 一 a 至 
ZT, 十 a 区 间 的 概率 pp 为 100%，, 妈 全 部 落 在 此 范围 中 , 通过 对 其 分 布 的 估计 ， 
可 以 得 出 标准 不 确定 度 u(xz,) 二 a/k， 因为 与 分 布 状 态 有 关 ( 见 表 5-4)。 
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表 5-4 常用 分 布 与 上， wt] 的 美 系 


分 布 类 型 PLM k utx) 
正 窟 99. 73 3 aj/3 
三 角 100 而 a 
梯形 8=0. 71 100 2 ar2 
矩 形 ( 上 均匀 ) 100 Ey aq 了 
皮 正 弦 100 上 aa 
两 点 10 | 1 a 


天 5-4 中 B 为 梯形 的 上 底 与 下 底 之 比 ; 对 于 梯形 分 布 来 说 ,一 
w67(1 十 不 )， 特别 当 和 8 等 于 1 时, 梯形 分 布 变 为 矩形 分 布 ; 当 6 等 于 0 时 ， 
恋 为 三 角 分 布 。 

例如 手册 中 给 出 纯 铜 在 20 亿 时 的 线 脱 胀 系数 wa (Cu} 为 16.52 
1 一 尼 一 ， 并 说 明 此 值 变 化 的 半 范 围 为 a 二 0. 40 X10 下 守 下 。 接 woo (Cu) 在 
[646. 52 一 0, 40) X10 局 守 ，(16. 2 十 0.40) 义 10 从 71] 区 间 内 为 均匀 分 
布 , 于 是 

ula)—0, 40X10 C7 Y=0.23X107 C7 

例如 数字 电压 表 制 造 厂 说 明 书 说 明 ; 仪器 校准 后 1 一 ? 年 内 , 在 1V 内 
示 值 最 大 允许 误差 的 模 为 4X10X (读数 ) 十 2X10-'xt{ 范 肝 )。 设 栋 准 
后 20 月 在 1V 内 测量 电压 , 在 重复 性 条 件 于 独立 测 得 电压 V， 其 平均 值 为 

V=0. 928 571V 
平均 值 的 实验 标准 差 为 VW)=124V 
电 下 表 最 大 允许 误差 的 模 为 
a—=l14X10°*X0. 928 571V+2X10"X1V=15uV 
a 即 为 均 名 分布 的 半 宽 ， 按 表 5-4, 上 =Y3，, 则 示 值 误差 的 标准 不 确定 度 为 
ul AV)=15pV/Y3=8. TaV 

由 示 值 不 稳定 性 导致 的 不 确定 度 为 A 类 标准 不 确定 度 ， 即 CY) = 
12nV， 由 示 值 误差 导致 的 标准 不 确定 度 为 了 类 标准 不 确定 度 ， 即 x(aAV)}= 
8. TuV, 

在 缺乏 任何 其 他 信息 的 情况 下 , 一般 估 计 为 矩形 分 布 是 较 合 理 的 ,但 
如 果 已 知 被 研究 的 量 X, 的 可 能 值 出 现在 a - 至 a, 中心 附 近 的 概率 , 大 于 接 
返 区 间 的 边界 时 , 则 最 好 按 三 角 分 布 计算 。 如 果 x, 本 身 就 是 重复 性 条 件 下 
的 才 个 观 浏 值 的 算术 平均 值 ， 则 可 估计 为 正 态 分 布 。 三 角 分 布 是 均匀 分 布 
和 正 态 分 布 之 间 的 一 种 折 喜 。 

在 不 确定 度 的 B 类 评定 方法 中 , 我 们 过 到 的 一 个 问题 是 ， 如 何 假 设 其 
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概率 分 布 。 根 据 概 率 论 的 “中 心 极限 定理 "， 尽 管 被 测量 的 值 X, 的 概率 分 布 
是 任意 的 ,但 只 要 测量 次 数 足 够 多 ， 其 算术 平均 值 的 概率 分 布 为 近似 正 态 
分 布 。 如 果 被 测量 受 许多 个 相互 独立 的 随机 影响 量 的 影响 ， 这 些 影响 量变 
化 的 概率 分 布 各 不 相同 ， 但 每 个 变量 影响 均 很 小 时 ,被 测量 的 随机 变化 将 
服从 正 态 分 布 ， 如 果 被 测量 既 受 随机 影响 又 受 系统 影响 ， 而 又 对 影响 量 缺 
乏 任 何其 他 信息 的 情况 下 ,一 般 假设 为 均匀 分 布 。 有 些 情 况 下 ,可 果 用 同 
行 的 共识 ,如 微波 测量 中 的 失 配 误差 为 反正 弦 分 布 等 。B 类 不 确定 度 评定 
的 可 车 性 取决 于 可 利用 的 信息 的 质量 ,在 可 能 情况 下 应 尽量 充分 利用 长 期 
实际 观测 的 值 来 估计 其 概率 分 布 。 

6， 界 限 不 对 称 的 考虑 

在 输入 量 ,可 能 信和 的 下 界 a. 利 上 界 a+ 相对 于 其 最 佳 估计 值 zx, 不 对 
称 的 情况 下 , 即 下 界 a。 一 z, 一 b_ ， 上 界 et 一 之 十 5-， 其 中 6. 关 5, 。 这 时 
由 于 x, 不 处 于 a- 至 a_ 区 间 的 中 心 ，X, 的 概率 分 布 在 此 区 间 内 不 会 是 对 称 
的 ,在 缺乏 用 于 准确 判定 其 分 布 状 态 的 信息 时 ， 按 短 形 分 布 处 理 可 采用 下 
列 近似 评定 ， 


在 十 在 了 人 一 站 
u(x,) 一 i 一 2 
例如 ， 设 手册 中 给 出 的 铀 采 胀 系数 wu (Cu) 二 16. 52 X10-* 作 -1， 但 指明 最 
小 下 能 什 为 16. 40X10 心 "!, 最 大 可 能 值 为 16. 92X10“ 它 -1。 这 时 ， 

bp- =(16.52—16, 40) X10 C7 1 =0, 12X10~ C1 

b+ =(16. 92—16, 52) X10-5C-1=0.40X10“ C71 
由 式 (5-24) 得 


(5-24) 


uC) 一 站 15X10 IC 
有 时 对 于 不 对 称 的 界限 , 可 以 对 估计 值 = 加 以 修正 , 修正 值 的 大 小 为 
(or 一 )/2， 赚 修正 后 zx; 就 在 界限 的 中 心 位 置 zx,= (ai 十 a_ )/2, 而 其 半 
宽 为 (a- 一 a.. )/2, 从 而 可 按 前 而 所 述 的 方式 处 理 ， 
数字 显示 式 测量 仪器 ,如 其 分 辨 力 为 ,量化 误差 是 一 个 宽度 为 8 的 
抢 形 分 布 ， 区 间 的 半 宽 为 8./2。 则 有 


8 
(2) = 0. 298, 
“2 


虽然 量化 误差 不 一 定 对 称 分 布 ,但 一 般 都 作为 对 称 处 理 。 
对 于 量 值 修 约 问题 ， 如 修 约 间隔 为 6., 修 约 误差 是 一 个 宽度 为 8. 的 矩 
形 分 布 , 区 间 的 半 宽 为 8./2。 则 有 


他 
< 一 0. 298, 
v3 
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如 果 量 值 收 约 是 根据 GB 3103 一 1993 的 规定 进行 的 , 那么 修 约 引起 的 
误差 分 布 是 完全 对 称 的 均匀 分 布 。 
7, 由 重复 性 限 或 乾 现 性 限 求 不 确定 上 度 
在 规定 实验 方法 的 国家 标准 或 类 似 技术 文件 中 , 按 规 定 的 测量 条 件 ， 
当 明 确 指 出 两 次 测量 结果 之 差 的 重复 性 限 > 或 复 现 性 限 尺 时 ， 如 无 特殊 说 
明 , 则 测量 结果 标准 不 确定 度 为 
Hr 一) RR, 83 
这 里 ,重复 性 限 + 或 复 现 性 限 R 的 置信 水 准 为 95%, 并 作为 正 态 分 布 处 理 。 
由 于 Y= XC—X, 
式 中 Xi 与 X; 为 服从 辣 一 正 态 分 布 的 随机 变量 ,由 不 确定 度 传 握 律 得 
wT) =u CK + CX) = 2 (KX) 


鼓 
u(Y) =y2ut,) 
由 置信 水 准 pp 二 95% 得 
U(Y) =2 YButx,) 
故 
xz 了 局 83 


83。 以 “等 "使 用 的 仪器 的 不 确定 度 计 算 

当 测 量 仪器 检定 证 书 上 给 出 准确 度 等 别 时 , 可 按 检 定 系统 或 检定 规程 
所 规定 的 该 等 别 的 测量 不 确定 上 度 的 大 小 , 按 上 述 第 2 或 第 3 的 方法 计算 标 
淮 不 确定 度 分 量 。 当 检定 证 书 既 给 出 扩展 不 确定 度 , 又 给 出 有 效 自由 度 时 ， 
按 第 4 方法 计算 。 

以 “等 "使 用 仪器 的 不 确定 度 计算 一 般 采 用 正 态 分 布 或 : 分布 。 

对 于 以 “等 "使 用 的 仪器 ， 上 面 计算 所 得 到 的 不 确定 度 分 量 已 包含 了 其 
上 一 个 等 别 仪 器 所 使 用 等 别 的 仪器 进行 检定 或 校准 带 来 的 不 确定 度 , 因此 ， 
上 一 等 别 检定 或 校准 的 不 确定 度 不 需 考虑 ， 

以 “等 "使 用 的 指示 类 仪器 , 使 用 时 要 对 示 值 进行 收 正 或 使 用 校准 曲线 ; 
星 具 要 使 用 其 实际 值 。 记 以 查考 虑 仪器 长 期 称 定 性 的 影响 ,通常 把 两 次 检 
定 或 校准 周期 之 间 的 荆 值 , 作为 不 确定 度 的 一 个 分 量 , 除非 上 一 次 证 书 给 
出 的 不 确定 度 已 考虑 了 这 个 问题 ， 

以 “等 "使 用 的 仪器 , 使 用 时 的 环境 条 件 偏离 参考 条 件 或 上 一 级 检定 或 
校准 的 环境 条 件 时 ,要 考虑 环境 条 件 引起 的 不 确定 度 分 量 。 
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9。 以 "级 "使 用 仪器 的 不 确定 度 计 算 

当 测 量 仪 涡 检 定 还 书 上 给 出 准确 度 级 别 时 , 可 榨 检 定 系 统 或 检定 规程 
所 规定 的 该 级 别 的 最 大 允许 误差 进行 评定 。 假 定 最 大 允许 误差 为 土 A, 一 
般 采 用 均匀 分 布 , 得 到 示 值 允 差 引起 的 标准 不 确定 度 分 量 


CT) 二 一 


3 

以 "级 "使 用 的 仪器 上面 计算 所 得 到 的 不 确定 度 分 量 并 没有 包含 上 一 
个 级 别 仪器 对 所 使 用 级 别 仪器 进行 检定 带 来 的 不 确定 度 , 因此 ， 当 上 一 级 
划 检 定 的 不 确定 度 不 可 忽略 时 ,还 要 考虑 这 一 项 不 确定 度 分 量 。 

以 “级 "使 用 的 指示 类 仪器 , 使 用 时 直接 使 用 其 示 值 而 不 需要 进行 修正 ; 
量具 使 用 其 标 称 值 。 所 以 可 以 认为 仪器 的 示 值 多 差 中 已 包含 了 仪器 长 期 稳 
定性 的 影响 , 不 必要 考 虞 仪器 长 期 稳定 性 引起 的 不 确定 度 。 

以 “级 "使 用 的 仪器 , 使 用 时 环境 条 件 只 要 不 超出 允许 使 用 范围 ， 仪 器 
的 示 值 误差 始终 没有 超出 示 值 允 差 的 要 求 , 在 这 种 情况 下 , 不 必 考 虑 环境 
条 件 引 起 的 不 确定 度 分 量 。 


三 、 BB 类 不 确定 度 评定 的 自由 度 及 其 意义 


对 于 A 类 评定 不 确定 度 , 若 已 知 重复 测量 次 数 就 可 以 得 到 自由 度 , 向 
时 还 可 以 计算 出 标准 不 确定 度 的 相对 标准 不 确定 度 。 

对 于 BB 类 评定 , 其 标准 不 确定 度 并 不 是 由 实验 测量 得 到 的 , 也 就 不 存 
在 测量 次 数 的 问题 , 因此 原则 上 也 就 不 存在 自由 度 的 概念 。 但 如 果 将 该 关 
系 式 借用 到 B 类 评定 中 , 即 认为 该 式 同样 适用 于 B 类 评定 不 确定 度 ， 则 该 
式 就 成 为 估计 B 类 评定 不 确定 度 自由 度 的 基础 。 对 于 A 类 评定 , 从 测量 次 
数 立 即 可 以 得 到 自由 度 , 并 可 以 得 到 标准 不 确定 度 wy) 的 可 靠 程度 ， 即 
u(y) 的 相对 和 标准 不 确定 度 。 B 类 评定 不 确定 度 的 情况 正好 相 上 反 ， 我 们 可 以 
反方 向 利用 式 2-57, 如 果 根 据 经 验 能 估计 出 B 类 评定 不 确定 度 的 相对 标准 
不 确定 度 时 ， 则 就 可 以 由 式 2-57 合计 出 B 类 评定 不 确定 度 的 自由 度 。 

B 类 不 确定 度 分 量 的 自由 度 与 所 得 到 的 标准 不 确定 度 以 及 w(x,) 的 相 
对 标准 不 确定 度 和 人 人) 有 关 ， 其 关系 为 


| 


式 中 ,a[ Cz,) 是 u(x) 的 标准 差 , 即 cLulzx,)] 是 标准 差 的 标准 差 , 不 确定 
度 的 不 确定 度 。 


(5-25) 
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根据 经 验 , 按 所 依据 的 信息 来 源 的 可 信 程 度 来 判断 u(x,) 的 标准 不 确定 
度 , 从 而 推算 出 比值 ofwtx) /ultz,)。 接 式 (5-25) 计 算出 的 v, 列 于 表 5-5。 

囊 5-5 glw{w)j/ulx,] 与 关系 


ofautr) /utr,) : out zr) /uty 


无 论 BB 类 评定 还 是 A 类 评定 , 自由 度 越 大 , 不 确定 度 的 可 靠 程 度 越 高 ， 
不 确定 度 是 用 来 衡量 测 基 结果 的 可 靠 程度， 自由 度 则 是 用 来 衡量 不 确定 度 
的 可 车 程度 ,所 以 可 以 说 自由 度 是 一 种 二 次 或 二 阶 不 确定 度 。 


应 该 说 明 的 是 ， 公式 一半 | 也 过 全】 不 仅仅 适用 于 正太 分 布 ,还 适 


合 于 其 他 任何 分 布 的 情况 。 

所 以 , 太 确 定 度 的 了 类 评定 , 除了 要 设 定 其 概率 分 布 , 还 要 设 定 评 定 的 
可 靠 程度 。 这 要 摹 经 验 并 对 有 关 知 识 有 深刻 的 了 解 。 这 是 一 门 技巧 ,要 车 
实践 积累 。 下 而 举 一 些 例 于 予以 说 明 。 

当 不 确定 度 的 评定 有 严格 的 数字 关系 ， 如 数 显 仪器 量化 误差 和 数据 修 
约 引起 的 不 确定 度 计算 ， 自 由 度 为 co 。 

当 计算 不 确定 度 的 数据 来 源 于 校准 证 书 、 检定 证 书 或 手册 等 比较 可 车 
资料 时 ， 可 取 较 高 自由 度 。 

当 不 确定 度 的 计算 带 有 一 定 主观 判断 因素 , 如 指示 类 仪器 的 读数 误差 
引起 的 不 确定 度 , 可 取 较 低 的 自由 诬 ， 

当 不 确定 度 的 信息 来 源 难 以 用 有 效 的 实验 方法 验证 ,如 量 块 检定 时 标 
准 量 块 和 被 检 量 块 的 温度 差 的 不 确定 度 ， 自 由 度 可 以 非常 低 。 

不 要 认为 把 不 确定 度 的 可 能 值 佑 大 了 ， 即 把 影响 量 的 可 能 半 宽 放宽 后 ， 
可 能 值 完 全 落 在 区 间 中 ,就 可 以 提高 可 靠 性 , 从 而 提高 自由 度 。 其 实 不 确 
定 度 估 大 或 估 小 了 ,都 会 降低 自由 度 ， 只 有 估 准 了 才 有 高 自由 度 。 


四 、B 类 标准 不 确定 度 评定 的 流程 


总 结 以 上 所 述 , 可 用 图 5-2 简明 地 表示 出 标准 不 确定 度 B 类 评定 的 流 
程 。 
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B 类 评定 并 始 


已 知 
UK) 及 对 应 包 售 
因子 点 否 


已 如 未 知 


计算 
u(t}= CX) 


估计 % 变 慈 半 宽 度 & 
及 其 分 布 


按 分 布 确 定 色 
EIS 


图 5-2 标准 不 确定 度 也 类 评定 流程 图 
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被 测量 Y 的 估计 伟 y 的 标准 不 确定 度 ， 由 相应 输入 量 x ， zx， ,zy 
的 标准 不 确定 虚 适 当 合成 求 得 , 估计 值 y 的 合成 标准 不 确定 度 记 为 w.(y)， 
它 表 征 合理 赋予 被 测量 估计 值 y 的 分 散 性 。 


一 、 输入 量 不 相关 时 不 确定 度 的 合成 
(1) 当 全 部 输入 量 X, 是 被 此 独立 或 不 相关 时 , 合成 标准 不 确定 度 
u(y) 由 式 (5-26) 求 得 
a = 5 (A) wz) (5-26) 


:=1 


式 中 : 六 一 被 测量 y 与 诸 直接 测 得 量 z, 的 耳 数 关系 ; 
Cz,) 一 一 或 是 A 类 评定 标准 不 确定 度 , 或 是 B 类 评定 标准 不 确定 度 。 

不 确定 度 a.(Y) 是 一 个 合计 标准 差 , 它 表 征 合理 赋予 被 测量 站 的 分 散 
性 。 式 (5-26) 及 下 面 对 应 相关 输入 量 的 式 (5-30), 两 者 都 基于 了 = f/(X,， 
Xa，…，XN) 的 泰勒 级 数 一 阶 近似 ， 称 为 不 确定 度 传播 律 。 

这 里 ， 当 了 非 线性 显著 时 ,wi(y) 表 达 式 C5-26) 中 应 考虑 计 入 泰勒 级 数 
展开 的 高 阶 项 。 特 别 当 各 X, 分 布 对 称 , 式 (5-26) 需 要 增加 的 下 一 个 重要 的 
高 阶 项 为 
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Dp (六 在 + ts (CT 


当 冰 数 ?= 疙 z) 完 全 线性 时 ， 二 阶 以 上 全 导数 为 零 , 因此 不 必 考 虑 泰 
勤 级 数 展开 的 高 阶 项 。 

(2) frar, 是 函数 ? = 六 riy rz 在 已 一 z 时 的 偏 导数 ， 这 
些 偏 导数 称 为 灵敏 系数 ,符号 为 5， 即 避 =a77ar,。 它 表示 了 输出 估计 伪 y 
随 输入 估计 和 值 mn ，zr，…， zxw 的 变化 而 变化 的 程度 。 特 别 是 当 输 入 司 计 值 
+ 有 微小 的 变化 Ax, 时 , 输出 估计 和 值 y 的 相应 变化 (Ay). = (3f/3z.) Ax,。 
如 果 这 个 变化 来 自 输入 估计 值 x, 的 标准 不 确定 度 , 那么 输出 估计 值 y 的 相 
应 变化 就 是 (8f/3x)Ax,。 因 此 , 合成 方差 w.*(y) 可 视 为 伴随 各 项 输入 分 
量 zx. 的 佑 计 方 差 而 引起 输出 估计 值 y 的 个 计 方 差 。 因 此 式 (5-26) 可 表示 为 

疏 (?) 一 yoxtz)] = Dy) (5-27) 
趟 中 
Cc 一 站 六 9z， uy) 一 | ce | wer,) 《5-28) 

【 例 5-33 如 果 加 在 一 个 随 温 度 变 化 的 电阻 两 端的 电压 为 VV， 在 温度 为 
to 时 的 电阻 为 R,， 电阻 的 温度 系数 为 a, 在 温度 :1 时 电阻 损耗 的 功率 卫 为 
被 测量 , 被 测量 了 与 VY,R。, a 种 1 的 函数 关系 为 

P=ftV, Res as =V/RL1+a(t—t)]) 
求 测量 结果 请 的 合成 标准 不 确定 度 。 
解 : 


只 (各 一 [多 ] a VW +| a (Ro) 二 [ 训 - OEE 


= [eu icatR) + Leu) + [enct) 
= utpP) wp) i wp) + utp) 


莹 |] 


成 : 
上 3V [| 四 


cz 一 3 =— V/ARIl+att— 4)] =— P/R, 
aR 


= =— Vt /Rl Fatt— 1) 
=— P{i—t) [1 +ati—#)}] 
C= =— Va/{Ro[l eal — 1)]) = Pa/[l 十 (一 名) 
如 果 国 = 一 19.5 人 ， 输 入 量 Y，R ， at 的 估计 信 分 别 为 
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V=] 000.0V, R,=1 000.00, ae=2X107C71, t=21.5C 
可 求 得 被 测量 P 的 人 箔 计 值 为 P= 二 0.099 996W, 代入 可 求 得 


a = =2x0. 099 996W/1 000V =0. 199 992mA 0. 2mA 
已 = 号 一 一 0 099 996W/1 0000=—0.099 996mW/Nas—0. ImW/Q 
i 

a -2 -0 099 996W{21. 5C — 19. 5C)T1 +210 3C 121, 5 

—19.5C)] 
一 一 0.199 984W.: Co.0.2W :TC 

6 =2 一 0 099 996W(2X10-5C DA[I 二 2X10-3C-10215C 一 

19. 5'C)] 


一 一 0.001 999 2 mW/Ce—0.002 下 看 
由 于 各 分 量 互 不 相关 ,因而 合成 方差 好 5 了) 为 
<p= [| ewt [| ee) + T+ 
=[ca VFLeu(R,)] + [eute) 十 [est 人 了] 
=[0,2mA » w+EC0. 1mW/AQ) + wtR,) J+ 
[CC—0.2W: Cu +[(—0. 002mW/ CY wl) 

需要 说 明 的 是 ， 当 随机 效应 或 系统 效应 导致 的 分 量 既 可 按 统计 方法 得 
到 , 也 可 按 其 他 方法 得 到 时 ,uw.Cy) 中 只 可 包含 其 中 之 一 。 

(3》 如 时 函数 关系 不 十 分 明确 , 或 者 需要 进行 验证 ,此 时 灵敏 系数 。 
也 可 由 实验 测定 ， 即 通过 变化 第 i 个 x,, 而 保持 其 余 输 入 量 椒 变 、 并 测定 Y 
随 +, 的 改变 量 , 从 而 计算 出 c,。 

例如 圆柱 体积 的 函数 式 为 

克 一 1 
式 中 ”为 截面 半径 , 产 为 圆柱 体 的 高 。 如 果 想 通过 实验 测定 灵敏 系数 c,， 则 
保持 高 度 有 不 变 而 改变 半径 +, 并 测定 体积 VY 的 改变 量 AV, 即 可 计算 得 6,， 
实际 上 , 要 做 到 天 一 点 也 不 变 是 困难 的 。 

(4) 如 果 将 被 测量 

Y= fCXi, Rss oe, KN) 
对 输入 量 X, 的 标 称 值 羡 ,, 作 一 阶 展开 
Y=Y, tof Ted Tewdy 
式 中 ， Yo= Fo 
cmOf/OX,, 即 Y= A 在 外 二 久 , 求 导 ; 
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6, =X,— Xn 
为 了 分 析 不 确定 度 , 党 将 站 , 变 换 到 人 ， 从 而 使 被 测量 近似 地 为 线性 函 
数 。 
【 例 5-4】 被 浏 量 电 压 的 已 修 止 的 测量 结果 为 Y=V 十 AV, 其 中 重复 测 
量 的 算术 平均 值 人 =0. 928 571V。A 类 标准 不 确定 度 为 wl(W)=12wV, 人 眉 
正 值 AY~=0, 01V, 修正 值 的 标准 不 确定 度 由 了 类 评定 得 到 xz(V)=8.7AV， 
求 Y 的 人 台 成 标准 不 确定 度 。 
解 : 
V=V+AV 
3Y7ayY=1 
AV /QA = 1 
则 = 人 +t DD= 2 +(8.7pV) =219. 69 X10- Vv 
合成 标准 不 确定 度 
zi 人 VD) 一 219. 9 X10 SV~—15pV 
相对 合成 标准 不 确定 度 
ue V/V=16X10™ 
这 是 被 测量 为 输 人 量 的 线性 函数 ， 旦 系数 上 = 十 1 的 例子 。 当 被 测量 了 
为 相互 独立 的 输 人 量 和 ,的 线性 函数 
Y=0 Kies Kyte enwRy 
且 常 数 c, 为 十 1 或 一 1, 则 


uily) = Sz) 

和 例 如， y 二 工 十 To， 且 zi 与 zs 不 相 闫 ， wi) 二 1.73mm, u(x) 一 
1. 1 5mm 

则 

uy) = nr) 
te 一 De = 2,077mm a 2, Imm 
(5) XX, 被 此 独立 的 条 件 下 , 如果 函 数 的 形式 表现 为 
Y= fXi, Niy rs Xv) eX Xie XN 

二 中 , 系数 c 并 非 灵敏 系数 , 指数 p, 可 以 是 正 数 、 负 数 或 分 数 , 设 p, 的 不 
确定 魔 x{ 记 ) 可 忽略 不 计 ,， 则 合成 方差 为 


uty) /yj = > [petz)/z 了 (5-29) 
这 里 , 给 出 的 是 相对 合成 方差 , 式 (5-29) 说 明 在 这 一 函数 关系 环 , 采用 相对 
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标准 不 确定 度 um 一 arC3?271y| 和 ww 二 u(x)/1 zi 进行 评定 比较 方便 ， 但 


要 求 y 隆 0 和 z, 关 0。 
而 且 , 当 Y 具 有 这 一 函数 形式 时 ,可 设 尺 , 二 六, ol1 十 全 )， 从 而 实现 将 
Y 变换 成 线性 果 数 ， 并 得 到 以 下 近似 关系 


(Y Y/Y, = 2 
另外 , 对 数 变换 Z 二 lnY 和 到 , 二 InX, 可 以 使 新 的 变量 完全 线性 化 为 


Z= lnc+ D pW, 
如 果 , 指数 p, 只 是 十 1 或 一 1, 式 (5-29) 就 进一步 简化 为 
[as(3D73 下 一 Duar) /x (5-30) 
即 和 个 计 值 y 的 相对 方差 等 于 输入 值 x, 的 相对 方差 之 和 。 
若 y= 二 x ， 则 
Wy)_ wr) 
y "x 


妈 y 为 x 的 次 星 时 ,y 的 相对 不 确定 度 等 于 x 的 相对 不 确定 度 的 x 倍 。 
例如 立方 体 体积 的 测量 通过 和 输 人 长 z、 宽 上 和 高 闫 ， 其 函数 关系 为 
V= ft, b, R=Ibh 
按 式 (5-30) 可 得 


[2] = | el bl 


Wa = 二 Tw (Ah) 
例如 , 圆柱 体 体积 Y 的 测量 通过 输入 半径 7 与 高 疡 ， 甚 函数 关系 为 
V=xrh 
式 中 , ul 避 可 通过 取 适 当 的 有 效 位 数 而 忽略 不 计 , 则 按 式 (5-29) 可 得 
WW) = 2 7) 二 wh) 
应 当 注 意 的 是 ,必须 浦 足 Y= cXm Xe Xes 的 函数 关系 , 式 (5-29) 才 适 
用 。 


二 、 输入 量 相 关 时 不 确定 度 的 合成 


前 述 中 仅 当 输入 量 X, 之 间 互 不 相关 时 才 成 立 。 如 果 一 些 量 X, 之 间 明 
显 相关 时 ， 就 必须 考虑 其 相关 性 。 即 使 两 个 量 X,，X, 无 真正 关联 , 但 在 得 
到 它们 的 估计 和 值 的 过 程 中 , 某 些 因素 可 能 使 它们 佑 计 值 x,，zx, 之 间 有 某 种 
关联 , 使 得 在 不 确定 度 处 理 时 , 仍 要 考虑 它们 之 间 的 相关 性 。 


或 写成 
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若 两 输入 基 测 定 中 , 使 用 了 具有 显著 不 确定 度 的 相同 测量 仪器 、 实 物 
测量 标准 、 参考 数 据 , 则 两 量 间 的 相关 性 较为 显著 。 如 输入 量 X, 估计 值 的 
温度 修正 使 用 了 某 漫 度 计 , 另 一 输入 量 X, 估计 值 的 湿度 修正 也 用 了 同一 温 
度 计 , 则 这 商 个 输入 量 会 显著 相关 。 然 而 , 在 这 个 例子 中 , 阁 重 新 确定 忒 
与 义 , 为 不 相关 量 ,， 只 涯 将 温度 计 的 不 确定 度 作为 附加 输入 量 引 入 ， 则 XX， 
与 汪 , 癌 的 相关 性 可 以 消去 。 


(一 ) 输入 量 相关 时 的 不 确定 度 传 播 律 


当 输 入 量 相关 时 , 测量 结果 的 合成 方差 ws (y) 应 表示 为 如 下 的 不 确定 
度 传播 律 
由 (3?) = 和 (站 ) wr) +2D 8 fcr,, x) (5-31) 


i ‘Az, 全 | OT Ox, 
式 中 :yi 一 一 X， 和 的 估计 ; 
U(x) 一 一 Xx， x 的 估计 协 方 差 , 且 wz, xz) 二 wz Xx,)。 
I,， Xx 的 相关 程度 可 按 居 计 相 关系 数 x(x,， zi ) 表 示 为 


rx, I) 一 2 (5-32) 


CT uC, ) 

【 例 5-5】 在 同一 测量 中 ,标准 电阻 Ru 用 来 决定 电流 了 及 温度 ,采用 
一 数字 电压 表 , 测量 路 于 标准 电阻 两 端 电势 差 以 决定 电流 。 用 一 电阻 电 桥 
和 标准 电阻 决定 温度 。 测 量 被 校 电 阻 温度 传 感 训 的 电阻 R(t) 。 在 15 人 CA&1 
态 30 忆 范围 内 , 温度 与 电阻 的 关系 为 :==aRi (7) 一 4 ,其 中 a 与 io 是 已 知 常 
数 。 因 此 , 电流 由 关系 [一 Y,/R,, 温度 由 关系 1 二 a 郑 (1) 一 4 决定 , 8(4) 有 由 
电 桥 提供 的 测 得 比值 R,(i)/R, 决 定 。 

R, 为 了 与 + 表达 式 所 共有 ， 因 此 工 与 的 协 方差 w(I, 六 为 


la, _ 21 十 加) 
BT 区 aRaRY CR.) RE 


将 标准 电阻 R, 证 书 所 给 出 的 RR, 与 wtR,), 测 得 值 与 代入 上 式 , 可 
得 到 1 与 1 的 协 方差 值 。 

如 果 量 与 输入 量 了 与 1 的 关系 为 六 一 CE 下 ACT 十 攻 ， 其 中 Cs, TT 为 
已 知 常数 , 其 不 确定 度 可 以 忽略 不 计 , 则 由 不 确定 度 传播 律 , 采用 相对 形式 
有 


wu CR,) 


up wD u(t} uCl, 1) 
2 


Dp ET TT 
由 1， ! 表达 式 ， 可 求 出 芽 +t 的 相对 标准 不 确定 度 , 继而 得 到 p 的 相对 合成 
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标准 不 确定 度 。 
如 将 1, ! 表达 式 引 人 到 p 的 表达 式 中 , 有 
加 CV 
?RIT Tag Ri] 


输入 量 以 V,，R,, 8 代替 后 , 1 t 之 间 的 相关 性 就 被 避免 了 。 

(二 ) 相关 系数 的 求法 

两 输入 量 X,Y 的 估计 相关 系数 以 rtX,， YY) 表示, 取 值 范围 是 一 1 所 
《四 之 1。r(X， Y) 可 用 以 下 公式 计算 。 

1， 统计 法 


PK, — KY, —Y) 
VOX, ~ BR) SY yy 

2. 物理 (实验 ) 判 断 法 

(1) 对 于 rlXX, 让 二 0, 即 久 ,YY 不 相关 ， 有 下 面 几 种 情况 

DX,Y 不 相关 ; 

XX，Y 属于 不 同体 系 的 分 量 , 如 入 员 引 起 的 不 确定 度 分 量 与 温度 影响 
的 不 确定 度 分 量 ， 

rtX,， 了 ) 在 [一 1，1j 上 对 称 分 布 , 取 (X,Y 了) ==0; 

地 和 ,了 弱 相 关 , 近似 取 r(X，7) 一 0。 

(2) 对 于 x( 久 ,7) 二 1 即 两 分 量 完全 正 相 关 , 有 下 面 几 种 情况 ; 

DX,Y 星 线 性 或 近似 线性 关系 ; 

凶 X ,了 属于 同一 体系 的 分 量 , 如 用 lm 基线 尺 测 两 个 1m 的 长 度 ， 则 
各 米 分量 之 间 完 全 正 相 关 ; 

全 一 分 量 增 大 或 减 小 ,引起 另 一 分 量 增 大 或 减 小 ; 

昌 若 知 X, 了 相关 , 可 近似 取 r(X, 站 二 1。 

一 般 情况 下 ( 非 理想 状态 ), 用 统计 法 得 到 相关 系数 是 困难 的 , 在 经 验 
知识 充分 时 ， 若 判断 X,Y 弱 相 关 ， 可 近似 取 r(X, 了) 一 六 若 判断 X,Y 强 
相关 , 则 可 近似 联 r(X,Y)=1 或 xXX, Y) 一 一 1 。 

当 yy 二 所, zz，…，xw), 所 有 的 输入 估计 和 值 相关 , 且 相 关系 数 r(x,， 
工 ) 二 1， 则 合成 标准 不 确定 度 wn.(y) 为 


At， Y) 一 {5-33) 


N 


u(y) = Dae hz) (5-34) 


1 一 ] ' 
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即 为 分 量 不 确定 度 的 线性 和 ， 

【 例 5-6】 当 标 称 值 均 为 1kf 的 10 个 电阻 器 , 用 同一 个 值 为 R, 的 标准 
电阻 器 校准 时 , 设 校 准 不 确定 度 可 忽略 , 检定 证 书 给 出 的 R. 不 确定 度 为 
x(R.) 一 0.100。 现 将 此 10 个 电阻 器 用 电阻 可 知 略 的 导线 串联 , 构成 标 称 


值 为 10Kg 的 参考 电阻 Re = f(R,) = 2》)R,。 由 于 对 电阻 器 来 说 Cz,， x,) 
=rtR,, R}=1, df/dr, = oR/OR, =1, ur,) ulR,) =u(R,), 


40) = [Yona)] = BD 2 Mace)] 


、 
ue (Rr) = ZR,) = 10x0.10n = 1.00 


注意 : 此 例如 果 将 合成 标准 不 确定 度 x.(R.) 写 成 

is 一 [CR 有一 0.320 
是 错误 的 。 因 为 没有 考虑 10 个 电阻 的 校准 值 是 相关 的 。 本 例 中 , 设 每 个 电 
阻 的 校准 值 用 RR 二 a,R, 去 示 ， 由 重复 闹 测 得 到 的 比 慎 4, 的 标准 不 确定 度 为 
ul(g,) 。 进 一 步 设 ass1, 并 设 uta,) 对 每 个 校准 值 实际 上 相同 ,所 以 uta,)= 
u(ta)。 由 不 确定 度 传播 律 ， wi? (RD) = otw? (RD) 二 Rig (a) =wi(R.) 十 
Rw (a) 并 且 wu(RR，R,) 二 光 (R,)。 由 于 民 AR, 和 eR, 于 是 任意 两 个 电阻 的 
相关 系数 r(RR,，R,) 为 


A(R., R)=r, 一 + [a ) 


由 于 wkR,)/ R= 二 10*, 如果 wta) 二 100X10, 则 ,一 0.5; 如 果 ae) 一 
19X10, 则 ,二 0.990; 如 果 we) 一 1X10,， ,二 1.000。 因 此 当 wta) 
趋 于 0 时, +r 欧 于 1, 自 w(R,) 新 于 w(R,)， 

一 般 而 言 , 在 与 校准 值 比较 时 ,如 此 例 , 已 核 项 的 估计 值 相关 ， 其 相关 
的 程度 取决 于 比 对 标准 的 不 确定 度 与 参考 标准 的 不 确定 度 之 比 。 实 际 中 ， 
与 参考 标准 的 不 确定 度 相 比 ， 比 对 标准 的 不 确定 度 可 忽略 不 计时 ， 相 关系 
数 等 于 1, 且 每 个 核准 项 的 不 确定 度 与 标准 器 的 不 确定 度 相同 。 

【 例 5-7】 测量 环 路 正弦 交 变 电位 差 幅 值 V, 电流 凯 值 1, 测量 次 数 坟 = 
5， 这 5 次 测量 结果 如 表 5-6 。 
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表 5-6 
1 电位 善 柱 值 YY 电流 枉 值 六 mm 入 
1 | 5.007 19. 863 
2 | 4. 994 19. 639 
3 5. 05 19. 640 
1 ! + 890 19. 685 
5 4. 999 1 19. B75 
=4. 999 T=19. 660 
(WV) =0. 003 2 sD)=0. 009 2 
相关 系数 VD 二 之 0. 31, 对 阻抗 R=V/I， 
VV DDD 
求 最 佳 信 及 其 合成 标准 不 确定 度 ， 


解 : 由 不 确定 度 传 播 律 式 (5-31) 得 
<(B)=[ 剖 ] 4 ‘D+ 让] u ‘D+afa 


I 7) 


al 


=[]* +I- 5] 2m- 0. 62 


-a 
所 以 , 阻抗 RR 的 相对 合成 标准 不 确定 度 为 0. 9X10-。 


上 面 例子 说 明 当 数学 模型 y= fla tay xzvw) 是 以 乘 或 除 的 形式 表 
示 时 ， 可 采用 不 确定 度 的 相对 形式 。 


三 、 合 成 标准 不 确定 度 的 自由 度 
合成 标准 不 确定 度 w.(y) 的 自由 度 称 为 有 效 自 由 度 wt。 如果 好 (y) 是 
两 个 或 多 个 估计 方差 分 量 的 侣 成, 即 中 (?) 二 ctw?(zx,), 则 即使 每 个 x 


是 正 态 分 布 的 输 和 人 量 夸 , 的 估计 值 时 ， 变量 (y 一 了 )/w,(y) 的 分 布 是 + 分 布 ， 
其 有 效 自由 度 wn 可 由 韦 尔 奇 - 萨 特 思 韦 特 ( Weleh - Satterthwaite) 公 式 计算 
(yy) 
of 一 一 人 
HCYy) 
i=] 此 


《5-35》 
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显然 有 
Vd SE 了 > 
式 15-35) 也 可 用 于 相对 标准 不 确定 度 的 合成 ， 接 式 45-29)? 计 算 时 有 
[uty /yh Lu Cy) (5-36) 


5 [putr) /rr, ] Sy [pu Cx} 
=1 六 =1 b, 


N 
实际 上 , 如 果 闻 一 cz 十 czXs 十 十 cv 一 了 ， 即 使 X, 的 分 
t 一 1 


布 不 是 正 态 的 ， 只 要 .Cy) 比 由 非 正 态 分 布 的 X, 的 单个 分 量 c,u.<X,) 大 得 
多 ,了 的 分 布 通常 可 以 用 正太 分 布 近似 。 

例如 矩形 分 布 是 非 正 态 分 布 的 极端 例子 , 但 即使 具有 三 个 等 宽度 的 矩 
彪 分布， 其 着 积 接近 正 态 。 如 果 每 个 矩形 分 布 的 半 宽 是 a, 则 每 个 的 方差 为 
13, 卷 积分 布 的 方 荆 为 二 a* 。 卷 积分 布 的 95 名 和 99 奴 置信 水 平 的 区 间 
分 别 为 1. 937e 和 2. 379a。 而 对 标准 偏差 为 o 的 正 态 分 布 相应 的 区 间 为 
1.960c 和 2. 576c。 

因此 对 子 合成 不 得 定 度 u(y)， 一 般 情况 下 都 校 : 分布 处 理 。 

【 例 58] 已 知 某 量 含 不 相关 的 不 确定 度 分 量 ,其 值 与 自由 度 分 列 如 


下 : 
2 一 10.0 由 一 史 
w=10.0 w=5 
w=10,0 也 二 3 
10.0 Ma 一 5 


求人 台 成 标准 不 确定 度 xz 及 有 效 自由 度 yo。 
解 : 由 于 各 不 确定 度 分 量 不 相关 ， 故 
开 二 在 十 大 寸 井 二 二 
起 一 20, 们 
由 公式 (5-35) 得 


由 


Vt 了 1 了 一 20 
生 十 下 十 多 十 玲 


Ht Vz | 人 
四 、 合 成 标准 不 确定 度 的 计算 流程 
综 上 所 述 , 训 用 图 5-3 简明 地 表示 出 合成 标准 不 确定 度 的 计算 流程 。 
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= 147 


列 出 二 (7) 的 表达 式 
求 灵 故 系 数 w = BA Br 


评定 w(x) 


合成 标准 不 确定 度 
(= 司 好 + 相关 项 各 分 量 
完全 正 相关 时 
Wely) = En, 


5-3 ”合成 不 确定 度 计算 流程 图 
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一 、 输出 量 的 分 布 特征 


上 一 节 介 绍 了 合成 标准 不 确定 度 , 评定 的 基本 过 程 是 由 各 个 不 确定 度 
分 量 u(y) 二 cu(zx,), 通过 数学 计算 求 出 合成 标准 不 确定 度 ue(ty)。 值 得 指 
出 的 是 ， 

也 各 输入 量 X, 可 能 朵 从 不 同 的 分 布 (如 正 态 、 均 名 ,三 角 分 布 等 ), 对 
应 于 每 一 个 输入 量 XX, 有 三 个 参量 , 即 标准 不 确定 度 w(x,)、 自 由 度 v, 及 它 
的 分 布 特征 。 

包 输 由 量 ( 被 测量 )Y 也 具有 三 个 参 最 , 即 合成 标准 不 确定 度 u.、 有 效 
自由 度 ye 及 分 布 特 征 。 

很 明显 ,会 成 标准 不 确定 度 w.《y) 及 有 效 自 由 庆 vs 可 以 由 相应 的 数学 
公式 直接 计算 出 。 现 在 的 问题 是 , 输出 量 了 遵从 什么 分 布 ? 对 于 这 个 问题 ， 
统计 学 中 有 系统 的 论述 。 这 里 我 们 只 作 些 不 够 严 灌 的 简单 说 明 ， 
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如 果 闻 二 六 十 ca 十 避 十 cy 二 0, 以 及 所 有 的 X, 是 用 正 态 


分 布 表 征 的 , 则 下 的 卷 积 分 布 的 结果 也 是 正 态 分 布 的 。 然 而 , 即使 X, 的 分 
布 不 是 正 态 的 , 根据 “中心 极 艰 定理”, 站 的 分 布 通常 可 以 用 正 态 分 布 近似 。 

需要 强调 的 是 ， 对 应 于 上 面 的 第 二 句 话 ， 应 较 大 ( 即 XX, 的 个 数 较 
多 )， 而 县 各 和 对 Y 的 贡献 应 相对 比较 均衡 。 但 当 六 较 小 , 而 且 各 XX, 的 
贡献 很 不 平衡 时 , 将 导致 了 较 多 地 具有 占 主 导 地 位 的 输入 量 闵 , 的 分 布 特 
征 。 例 如 ， 

中 在 有 关 量 块 测量 不 确定 度 分 析 实 鲍 中 , 合成 不 确定 度 由 多 个 不 同 分 
布 的 分 量 构成 , 各 分 量 相 对 比较 均衡 , 日 数量 较 多 (6 个 ), 故我 们 可 以 认为 
被 测量 近似 遵从 正 态 分 布 ， 

名 如 果 输 出 量 ( 被 测量 )Y 一 X 十 Xs ， 其 中 X 遵从 正 态 分 布 ， 而 尽 ; 以 
从 均匀 分 布 , 且 wtx1) 比 wlzz} 小 很 多 , 则 可 认为 输出 量 较 多 地 具有 均匀 分 
布 的 特征 。 


二 、 扩 展 不 确定 度 的 含义 


扩展 不 确定 度 分 为 两 种 , 即 忆 与 D。 前 者 为 标准 差 的 倍数 ,后 者 为 具 
有 概率 户 的 置信 区 间 的 半 宽 。 它 们 的 会 义 不 同 ,必要 时 应 采用 符号 下 标 加 
以 区 别 。 

扩展 不 确定 度 UU 由 合成 标准 不 确定 度 &. 隧 以 包含 因子 在 得 到 

总 一 点 二 

测量 结果 可 表示 为 了 二 y 土 U，y 是 被 测量 Y 的 最 佳 估计 值 , 被 测量 Y 的 可 
能 值 以 较 高 的 置信 水 淮 落 于 区 间 [y 一 ,y+0] ， 即 ?一 U YS&y+U ， 

对 子 任 一 给 定 的 置信 概率 p, 扩展 不 确定 度 记 为 [1 ， 表 示 为 

一 和 中 《3 


三 、 包 含 因子 的 选择 


中 如 果 zk 的 自由 度 较 小 ， 并 要 求 区 间 具 有 规定 的 置信 水 准 p， 当 按 
中 心 根 限 定理 估计 接近 正 态 分 布 时 ，& 采用 + 分 布 临 界 值 。 

将 wy) 乘 以 给 定 概率 p 的 包含 因子 ,从 而 得 到 扩展 不 确定 度 UU,。 
可 以 期 望 在 y 一 U, 至 y 十 U, 的 区 间 内 , 以 概率 p 包含 了 测量 结果 的 可 能 值 ， 
一 to Cven)， 一 般 采 用 的 记 值 为 99% 和 95%。 多数 情况 下 , 果 用 志 =95%。 
对 某 些 测量 标准 的 检定 或 校准 , 根据 有 闫 规定 可 采用 思 一 99%。 当 vs 充分 
大 而 被 测量 可 能 值 又 接近 正 态 分 布 时 ， 可 以 近似 认为 如 一 2，& 二 3， 从 而 
分 别 得 出 D5s 一 2 Uy 二 3u.(y)。 
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注意 ,的 写法 , 应 写成 Uw ， Us; 而 不 写成 Uo 与 Us ss。 
{ 例 5-9】 由于 数学 模型 ?= f(z， zz 一 pair 。 是 乘积 关系 ， 
则 可 采用 相对 形式 。 佑 计 值 rz， x: ， x 分 别 为 下 一 10, mw 一 5, 2 一 15 次 独 
立 观测 的 算术 平均 值 ， 其 相对 标准 不 确定 度 为 
Hire = HOT) =0, 25% 
in 一 此 (ra 》 ra =0, 57% 
Unl = urs) /rs =0,82. 
求 测量 结果 y 的 具有 95 儿 置信 水 准 的 扩展 不 确定 诬 ， 


解 : 
Tu Cy) ? 一 EC ) > 
[| 
reel 一 1. 03% 
由 式 (5-36) 得 

_ (1, 03)+ _19.0 
00, 25%)* (0,57%) (OAH 

10—1 5-1] 15-1 


根据 p= 二 95%, vg 二 19， 查 :分 布 表 , 得 (19) = 二 2.09,， 故 
Ua~=2.09X1.03%=2.2% 

名 如 果 可 以 确定 了 可 能 值 的 分 布 不 是 正 态 分 布 , 而 是 接近 于 其 他 某 种 
分 布 ， 则 绝 不 应 按 上 一 2 一 3 或 一 1, Qe) 计算 或 U,。 例如， 当 Y 可 能 值 
近似 为 惩 形 分 布 时 ， 则 包含 因子 &, 与 U, 之 间 的 关系 如 下 : 

对 于 Us; ,Rk, 志 1, 65 
对 于 Use， ks =1. 71 

例如 用 高 精度 的 电压 源 校 准 低 分 辨 力 的 数字 电压 崎 。 重 复 测 量 时 , 由 
于 被 检 昌 压 宪 分 辨 为 很 低 , 将 会 导致 测量 数据 列 重复 性 很 好 (甚至 可 能 出 现 
重复 性 变化 为 零 的 极端 情况 )。 此 时 ， 由 测量 列 进行 A 类 评定 时 该 不 确定 
度 分 量 将 非常 小 。 而 被 检 数 字 电压 表 分 辨 力 3x 带 来 的 B 类 不 确定 度 分 量 
xz) 一 0 299z( 属 于 均匀 分 布 ) 将 占 主导 地 位 。 此 时 了 可 能 值 的 分 布 即 近 似 

地 当 》 和 ze(y) 所 表征 的 概率 分 布 近似 为 正 态 分 布 , 且 u.(y) 的 有 效 自 
由 度 较 大 时 ,在 合成 标准 不 确定 度 uw.(y) 确 定 后 , 乘 以 一 个 包含 因子 到， 即 
U 王 ku.(y), 可 以 期 望 在 y 一 U 至 y 十 U 的 区 间 和 包含 了 测量 结果 可 能 值 的 较 
大 部 分 。* 值 一 般 取 2 一 3， 在 大 多 数 情况 下 到 =2， 当 取 其 他 值 时 , 应 说 
明 其 来 源 ， 
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当 只 给 出 扩展 不 确定 度 鼠 时 , 不 必 评 定 各 分 量 及 合成 标准 不 确定 度 的 
自由 度 v, 及 vwr。 秆 得 注意 的 是 , 当 直 楼 选取 包含 因子 在 时 ,一般 不 给 出 置 
信 水 准 p。 在 日 常 校准 工作 中 , 车 用 户 不 提出 p 的 要 求 , 则 可 采用 此 方式 给 
出 扩展 不 确定 度 。 若 要求 给 出 ,就 应 给 出 ws。 
在 实际 工作 中 , 若 对 了 可 能 值 的 分 布 作 正 态 分 布 的 估计， 虽 未 计算 ver， 
但 可 估计 其 值 并 不 太 小 时 , 则 二 一 2w.(y) 大 约 是 置信 概率 近 伺 为 95 蚊 的 置 
信和 区间 的 半 宽 , 而 口 一 3w.《y) 大 约 是 置信 概率 近似 为 99% 的 置信 区 间 的 半 
宽 。 


四 、 扩 展 不 确定 度 评 定 的 流程 
总 结 以 上 所 述 ， 可 用 图 5-4 简明 地 表示 出 扩展 不 确定 度 评定 的 流程 。 


取出 合成 标准 不 确定 度 # 信 ) 
当 根 据 中 心 极限 定律 


无 必要 给 出 上 5, 时 
本 全) 可 能 接近 正 态 当 可 以 估计 #. (站 接近 某 | 


分 布 时 可 按 U。 给 出 种 分 布 时 , 驰 以 下 列 包 全 
这 证 包含 册子 因子 可 得 
计算 有 有 效 自 击 度 一般 为 2-3 均 身分 布 = 杂 
wn 一夫/ 工 开 两 点 分 布 &=1 
三 角 分 布 上 = 到 
反正 性 分 布 = 太 


选 定 望 求 的 置信 水 准 P 
一 般 取 0 95,0 99 


给 出 上 ,指明 上 


给 出 0,& 指 明 分 布 


按 ten 和 PP 查 + 分 
布 临 界 秆 +1, (x)， 
包含 因子 如 =tpt) 


计算 Up = kp He OV) 


图 5-4 扩展 不 确定 度 评定 流程 图 
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一 、 测 量 结果 及 其 不 确定 度 的 报告 


完整 的 测量 结果 含有 两 个 基本 量 , 一 是 征 测 量 Y 的 最 佳 估 计 值 y, 一 般 
由 数据 测量 烈 的 算术 平均 值 给 出 ; 舅 一 个 就 是 描述 该 测量 结果 分 散 性 的 量 ， 
即 测 其 不 确定 度 。 它 实际 上 是 测量 过 程 中 来 自 于 测量 设备 , 环境 、 人 员 、 测 
量 方法 及 被 测 对 象 所 有 的 不 确定 度 因 素 的 集 售 ， 一 般 以 合成 标准 不 确定 度 
u(y)、 扩展 不 确定 度 Uty) 或 它们 的 相对 形式 waly)、Uia ly) 给 出 。 

(1) 被 测量 的 最 佳 佑 计 值 一 般 是 有 量 岗 的 量 ， 例 如: 20. 5%C，1, 234mm 
等 。 而 对 量 网 1 的 其 , 其 测量 结果 表达 为 一 个 数 ， 

《2) 测量 不 确定 度 以 u(y) ,UCy) 形 式 给 出 时 , 具有 辣 被 测量 最 佳 估 计 
值 相 闻 的 其 网 。 如 Us = 1.8C， iD 一 32mm 等 ,测量 不 确定 度 若 以 
ak3y)、DUs(y) 形 式 给 出 时 ， 则 均 为 无 量 岗 量 。 如 Usm=7.9X10 等 。 当 
以 相对 形式 给 出 测量 不 确定 度 时 , 置信 多 间 半 宽 由 相对 测 基 不 确定 度 与 最 
佳 估计 秆 相 莱 得 到 。 

如 何 将 最 侍 估 计 秆 与 测量 不 确定 度 表示 出 来 ? 在 国家 计量 技术 规范 
JJF 1059-~1999 测 量 不 确定 度 评定 与 表示 》 中 对 表示 的 格式 作 了 明确 规定 。 
显然 , 以 JJF 1059 一 1999 中 规定 之 外 的 形式 表示 测量 结果 ， 是 不 合适 也 是 
不 允许 的 。 因 为 

(1) 以 规定 的 形式 报告 具有 国际 通用 性 , 便于 各 技术 机 枸 相互 交流 、 比 
对 。 

(2) 以 规定 的 形式 报告 提供 足够 多 的 信息 量 , 便于 使 用 者 分 析 引 用 。 
如 各 级 计量 部 门 进行 具体 的 不 确定 度 分 析 时 ， 需 引 人 上 级 标 谁 的 不 确定 度 
分 量 , 它 体现 了 不 确定 原 的 “传播 性 ”。 

不 确定 度 的 信息 量 包 含 从 被 测量 的 定义 、 函 数 关系 、 相 关 性 、 处 理 方法 
直至 得 到 U，，p, ws 以 及 报告 结果 的 所 有 信息 。 当 然 并 不 要 求 所 有 的 测量 
都 必须 提供 全 部 的 信息 量 , 按 具体 情况 只 要 提供 足够 多 的 信息 即 可 ， 如 

志 对 于 比较 重要 的 测量 , 不 确定 度 报告 按 以 下 内 容 : 

a) 有 关 输 入 量 与 输出 量 的 函数 关系 以 及 灵敏 系数 c.; 

b) 修正 值 和 常数 的 来 源 及 其 不 确定 度 ， 

ce) 输 信 量 , 的 实验 观测 数据 及 其 估计 值 x,, 标准 不 确定 度 s(z,) 的 评 
定 方法 及 其 量 值 、 自 由 度 v,， 并 将 它们 列 成 表格 ; 

d) 对 所 有 相关 输 人 量 给 出 其 协 方差 或 相关 系数 - 及 其 获得 方法 ; 
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e) 测量 结果 的 数据 处 理 程 序 ， 该 程序 应 易于 重复 ,必要 时 报告 结果 的 
计算 应 能 独立 重复 。 

比较 重要 的 调 量 如 , 大 宗 商 宽 索 赔 案 中 的 测量 , 计量 器 具 新 产品 生产 
定型 鉴定 中 的 测量 等 。 

他 工 业 生 产 、 商业 等 昌 常 的 大 量 测量 中 一 般 不 要 求 提供 测量 不 确定 度 。 
如 去 府 场 洋 1m 布 、1kg 水 果 等 。 不 过 前 提 条 件 是 所 使 用 的 测量 仪器 是 经 过 
检定 并 处 于 合格 状态 。 如 上 例 中 使 用 的 尺子 、 征 等 应 满足 相应 的 技术 变 求 。 

名 证书 上 的 校准 结果 或 修正 值 应 给 出 测量 不 确定 度 。 这 一 条 对 计量 部 
门 苑 为 重要 。 当 然 报 告 中 给 出 的 信息 量 的 多 少 随 测 量 的 性 质 不 同 而 有 所 变 
化 。 如 国家 基准 的 测量 不 确定 度 报告 应 包含 较 多 的 信息 ， 而 检测 普通 等 级 
的 压力 表 ， 只 需 给 出 被 测量 的 最 佳 估 计 值 及 测量 不 确定 度 即 可 ,至 于 被 测 
量 的 定义 、 方法、 函数 关系 等 等 一 般 可 以 不 在 报告 中 反映 出 来 。 

乾 有 时 信息 量 的 铬 少 由 用 户 的 具体 要 求 给 出 。 


二 、 测 量 不 确定 度 的 报告 方式 


报告 测量 不 确定 度 有 两 种 方式 。 一 类 是 直接 用 (未 扩展 的 ) 合 成 标准 不 
确定 度 ， 另 一 类 是 使 用 扩展 不 确定 度 ，。 

1. 使 用 合成 标准 不 确定 度 

(1) 适用 范围 

&) 基础 计量 学 研究 ，; 

b) 基本 物理 常量 测量 ; 

*) 复 现 国际 单位 制 的 国际 比 对 。 

例如 饱 频率 基准 的 不 确定 度 用 合成 标准 木 确定 度 表 示 ， 属 于 基础 计量 
学 研究 。 又 如 1986 年 CIPM 要 求 所 有 成 员 国 进行 CIPM 及 其 咨询 委员 会 
主持 下 的 国际 比 对 或 其 他 工作 中 , 给 出 结果 时 应 使 用 合成 标准 不 确定 度 。 

(2) 应 包括 的 内 容 

当 用 合成 标准 不 确定 度 报告 测量 结果 的 不 确定 度 时 , 除 上 述 内 容 要 求 
外 , 还 须 注 意 

a) 明确 说 明证 测量 Y 的 定义 ; 

b) 给 出 被 测量 了 的 估计 值 ?、 合 成 标准 不 确定 度 w.(y) 及 其 单位 ， 必 要 
时 还 应 给 出 自由 度 wa 。 

c) 必要 时 也 可 给 出 相对 标准 不 确定 度 uwa(y)。 

(3) 报告 的 四 种 基本 形式 

合成 标准 不 确定 度 x.《y) 的 报告 可 用 以 下 4 种 形式 之 一。 例如 , 标准 硅 


第 六 节 ”测量 不 确定 度 的 报告 与 表示 


全 153 


码 的 质量 为 m。 测量 结果 为 100. 021 47g， 合成 标准 不 确定 度 如 (mu ) 为 
0.35mg，、 则 

a) mm. 二 100,021 47g; 合成 标准 不 确定 度 a Gm) 二 0, 35mg。 

b) 入. 一 100.021 47(35)g; 插 号 内 的 数 是 按 标 准 差 给 出 的 , 其 未 位 与 前 
面 结果 内 林 位 数 对 齐 。 

ce m100.021 47(0.000 35)g+ 括号 内 按 标 鹤 差 给 出 , 与 前 面 结 果 有 
相同 计量 单位 。 

d) mm 一 (100. 021 47 士 0.000 35)g; 正 负 号 后 之 值 控 标准 差 给 出 ， 它 并 
韭 置信 区 间 。 
形式 b) 一 般 用 于 公布 常数 . 常量 。 
素 式 由 虽 为 系列 国家 标准 (其 和 单位 一贯 采用 , 但 因 习 惯 上 用 于 表示 
高 置信 概率 的 区 间 , 一 般 应 避免 使 用 。 

注意 : 

中 以 上 4 种 形式 后 灶 部 的 文字 往 往 是 必须 的 , 如 d) 中 指出 0.000 35 并 
非 置 信 区 间 。 

史 注 意 数 字 的 书写 形式 , 如 mm, 二 100.021 47g 在 021 与 47 中 间 有 空格 
“ 千 分 空 ), 按 规定 是 自 小 数 点 往 诺 和 往 右 每 三 位 留 一 空格 ( 千 分 空 )。 如 : 
m,=100.02] 477 6g,。 

2. 使 用 扩展 不 确定 度 

(1) 适用 范围 

除 上 述 指明 的 3 种 情况 及 某 些 特殊 要 求情 况 以 外 , 一 般 喇 使 用 扩展 不 
确定 度 UU) 或 UU, (Ua)。 

(2 应 包括 的 内 容 

当 用 局 或 U, 报告 测量 扩展 不 确定 度 时 , 除 国 家 计量 技术 规范 所 涉及 
的 内 容 外 , 还 应 注意 ; 

3) 明 确 说 明 被 测量 Y 的 定义 ， 

b) 给 出 被 测量 Y 的 估计 值 y, 扩展 不 确定 度 U 或 品 , 及 其 单位 ， 

中 必要 时 也 可 给 出 相对 扩展 不 确定 度 Uo; 

由 对 口 应 给 出 值 ; 对 U, 应 明确 pp 值 , 最 好 上 骨 给 出 wat 以 便于 不 确定 
度 传播 到 下 一 级 。 

(3) 报告 的 基本 形式 

DU 二 ku. (3 的 报告 可 用 以 下 两 种 形式 之 一 , 例如 , u(y) 二 0. 35mg， 
取 包 含 因 于 ==2, U=2 X0. 35mg 一 0. 70mg， 则 

a)ms =100, 02] 47g, U=0, 7Omg; k=2, 
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bym. =(100. 021 47+0, 000 70)g k=2, 

加 UU, 二 yue(y) 的 报告 可 用 以 下 4 种 形式 之 一 , 例如， ww.(y) 二 0. 35mg， 
va 一 9， 按 p= 二 95 听 ， 查 附 表 2 得 & 二 1 (9)=2. 26, Uys 一 2. 站 X0.35mg 一 
0. 79mg， 则 

a}m,—100, 021 47g, Us 一 0.79mgiwr 一 9。 

bm 一 (100.021 47 士 0 000 79)g; wy 一 9。 括号 内 第 二 项 为 Us 之 值 。 

cj)ma, 一 100.021 47(79)g; vst 二 9, 插 号 内 为 Us; 之 值 , 其 末 位 与 前 面 结 
果 内 末 位 数 对 齐 。 

d)ms 二 100. 02]1 47{0. 000 79)g! vy 一 9， 括号 内 为 0s; 之 值 , 与 前 面 结 
果 有 相 条 计量 单位 。 

加 不 确定 度 也 可 以 相对 形式 Us 或 wu 报告 ,例如 ; 

ajm, 二 100. 021 47(1 十 7. 9X10 ')g; p 王 95 听 , 式 中 ?7.9X10 5 为 Dos 
之 值 。 

bz 一 100.021 47g, Uysw =7. 9X10 5。 

辆 上述 列举 的 表达 形式 中 的 符号 含义 , 必要 时 应 有 文字 说 明 , 也 可 采 
用 它们 的 和 名称 代替 符号 ,或 同时 采用 。 如 有 必要 , 单位 的 符号 亦 可 代 之 以 
中 文 符 号 或 名 称 。 

辐 当 给 出 扩展 不 确定 度 口 ,时 ,为 了 明确 起 见 , 推荐 以 下 说 明 方 式 , 倒 


如 

mm, = {100. 021 47 士 0.000 79)g 
式 中 , 正 负 号 后 的 值 为 扩展 不 确定 度 Us 二 ,wu.， 面 合成 标准 不 确定 度 
tlm) 二 0.35mg， 自由 度 y 二 9, 包含 因子 一 tss<9) 二 2, 26, 从 而 具有 约 为 
95% 概 率 的 置信 区 间 。 

注意 : 

中 情 计 值 y 的 数值 与 不 确定 度 的 数值 的 位 数 (下 面 介 绍 ); 

加 报告 中 置信 概率 的 表述 。 如 Uys ，Uss 等 (和 相应 的 置信 和 概率 为 955 与 
99F%) , 一般 不 使 用 95, 45% 与 99. 73% 的 表述 ,也 不 使 用 09. 95 与 0. 99 的 表 
述 ， 

国内 外 计量 界 过 去 常常 用 p= 二 99. 73%， 所 谓 3g 的 置信 概率 ， 实际 上 只 
有 在 理论 上 是 正 态 分 布 形 式 , 而 且 重 复 的 次 数 n->co 时 , p= 二 99.73% 才 有 可 
能 。 所 以 ,今后 在 实用 中 , 即使 ==3，, 也 只 能 给 出 一 99%， 在 工业 技术 领 
域 , 通常 内 采用 p= 二 95%， 这 是 ISO 的 一 些 标准 中 所 推荐 的 。 当 技术 规范 
中 对 置信 概率 或 喷 信 水 准 有 明确 规定 时 ,， 则 按 规定 执行 


三 、 测 量 结果 及 其 不 确定 度 的 有 效 位 
估计 值 y 的 数值 和 它 的 标准 不 确定 度 xs (?) 或 扩展 不 确定 度 D 的 数值 
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都 不 应 该 给 出 过 多 的 位 数 。 通 常 x5y) 和 和 如 [以 及 输入 估计 值 = 的 标准 不 确 
定 度 x(zx,)] 最 密 为 两 位 有 效 数 字 。 虽 然 在 某 些 情况 下 ,为 了 人 在 连续 计算 中 
避免 修 约 误差 而 必须 保留 多 余 的 位 数 。 
在 报告 最 终结 果 时 , 有 了 时 可 能 要 将 不 确定 度 最 末 位 后 面 的 数 都 进位 而 
不 是 舍 去 。 倒 如 , (3y) 二 10. 47mn, 可 以 进位 到 11mn。 但 一 般 的 修 约 规 
则 (参见 GB 3101 一 19934 有 关 量 、 单 位 和 符号 的 一 般 原 则 六 也 应 该 可 用 ,如 
u(x.) 一 28. 05kHz, 经 收 约 后 写成 28kHz。 输 入 和 输出 的 估计 秆 , 应 修 约 到 
与 它们 不 确定 度 的 位 数 一 致 。 例如， 如 果 ?一 10.057 628， 其 iy) = 
27m8, 则 y 应 进位 到 10.058n。 如 果 相 关系 数 的 纺 对 秆 接近 1, 则 相关 系 
数 应 给 出 三 位 有 效 数字 ， 
中 通常 x.(y) 和 U 最 多 为 两 位 有 效 数字 ,可 以 理解 为 取 1 位 或 2 位 兽 
可 以 , 一 般 不 给 出 2 位 以 上 。 这 是 指 最 后 结果 的 形式 , 计算 过 程 可 适当 保 
留 多 位 ，。 
例如 ; 国际 上 1992 年 公布 相对 原子 质量 A, 时 ,给 出 的 不 确定 度 均 只 
有 一 位 。 如 : 
A.(C)=12.011(1) 
A.(O) =15. 999 4(3) 
1996 年 国际 上 公布 的 物理 常量 , 给 出 的 不 确定 度 均 为 两 位 。 如， 
L=6.022 136 7¢36) x 10% mol”! 
me =u=1,. 660 540 2010) x 10° kg 
这 里 需要 指出 的 是 , 保留 一 位 有 效 数字 时 往往 会 导致 很 大 的 修 约 误差 。 
尤其 是 第 一 位 有 效 数字 较 小 时 。 
例如 : 表示 为 0. 001 的 不 确定 度 ， 其 修 约 误差 之 模 有 可 能 大 到 0. 000 5 
《如 0.001 49 修 约 到 0.001), 占 给 出 的 不 确定 度 的 1/2, 实在 太 大 ,显得 极 
不 合理 ， 随 着 修 约 前 第 一 位 数字 的 增 大 (和 如 0. 000 349 修 约 到 0. 000 3, 修 
约 误差 占 给 出 不 确 度 的 1/6)， 和 修 约 误差 的 影响 将 减 小 。 因 此 ,对 给 出 的 测 
量 不 确定 度 ， 当 其 第 一 位 有 效 数字 是 1 和 2 时 , 有 的 国家 规定 应 是 两 位 有 效 
数字 , 而 3 以 上 则 可 只 用 一 位 有 效 数字 , 而 不 能 一 律 只 为 一 位 有 效 数字 。 
这 一 做 法 在 GUM 与 JJF1059 一 1999 中 有 虽 未 作出 规定 , 但 应 引起 注意 。 
也 一 旦 测量 不 确定 度 的 有 效 位 数 确定 了 , 则 应 采用 它 的 修 约 间隔 来 修 
约 测量 结果 以 确定 其 有 效 至 有 娃 一 位 。 也 就 是 说 ， 当 采用 同一 测量 单位 来 表 
述 测量 结果 和 其 不 确定 度 时 , 它们 的 末 位 应 是 对 齐 的 。 
例如 : 被 测 质量 的 测量 结果 为 
m=100. 021 445 50g 
其 扩展 不 确定 度 Uss 二 0. 355mg, 保留 2 位 应 修 约 成 0. 36tmg, 其 修 约 间隔 为 
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0. 01mg。 用 这 个 修 约 间隔 来 修 约 浏 量 结 果 , 得 
m=100, 021 45g ; Us, =0. $6mg 
车 Us; 只 用 一 位 有 效 数字 , 则 应 修 约 为 0.4mg, 其 修 约 间隔 为 0. 1mg， 
划 测 量 结果 为 
m=100. 021 4g ; Uss =0, 4mg 
以 上 两 种 情况 如 改 用 相同 测量 单位 , 则 为 
m=100, 021 45g ; Us;=0. 000 36g 
m=100. 021 4g ; Us;=0. 000 dg 


它们 的 来 位 是 对 齐 的 。 

注意 ; 

呈 不 许 连续 修 约 。 即 在 确定 修 约 间隔 睛 一 次 修 约 获得 结果 而 不 得 多 次 
修 约 。 


例如 ;15, 454 6mm 眉 约 间隔 为 mm， 

正确 ; 15. 454 6mm*]5mm 

错误 : 15. 454 6mm-*15, 455mm*15. 46mm—15., 5mm—*16mm 

中 当 不 确定 度 以 相对 形式 给 出 时 , 不 确定 度 也 应 最 多 保留 两 位 有 效 数 
字 。 此 时 , 测量 结果 的 夏 约 应 将 不 确定 度 人 以 相对 形式 返回 到 绝对 形式 , 同 
样 至 多 保留 2 位, 再 相应 修 约 测量 结果 。 

例如 ; 被 测 质量 的 测量 结果 为 

m=100, 021 474 6g 
其 相对 不 确定 度 为 Ussu 一 7. 94X10 保留 两 位 ,应 修 约 成 7. 9X10-。 则 
Uss =7. 9X10-: X100. 021 474 6g2=7. 902 X10+g 
修 约 成 2 位 为 7.9X10-4g 则 得 
m=100. 021 47g; Ussw =7.9X107 

中 当 采 用 同一 测量 单位 来 表 东 测量 结果 和 其 不 确定 度 时 , 它们 的 末 位 
必须 是 对 齐 的 。 

若 出 现 测 量 结果 实际 位 数 不 够 而 无 法 与 测量 不 确定 度 对 齐 时 ， 一 般 的 
操作 方法 是 补 零 后 对 齐 。 

例如 : 车 测量 结果 mw 二 100. 021 4g, 而 Us 一 0. 36mg 则 表示 成 

m=100, 021 40g ; Uys =0, 36mg 


四 、 测 量 不 确定 度 评定 的 总 流程 


总 结 以 上 所 述 , 可 用 图 5-5 简明 地 表示 出 测量 不 确定 度 评定 的 全 部 流 
程 。 


建立 数学 模型 ,确定 被 测量 1 与 输入 量 
,的 关系 


求 最 佳 值 , 由 盛 的 最 佳 值 x 求 得 
了 的 最 性 人 


列 出 测量 不 确定 度 来 源 


是 
EE] 


计算 合成 标准 不 确定 度 
评定 扩 因 不 确定 度 
不 确定 度 报 千 


图 5-5 油 量 不 确定 度 评 定 的 总 流程 图 


习题 五 


归纳 总 结 测量 误差 与 测量 不 确定 度 异 同 点 及 相互 之 间 的 关系 。 


不 确定 度 是 如 人 柯 分 类 的 ? 该 分 类 方法 的 特点 是 什么 ? 
何 调 自由 度 ? 不 同情 况 下 的 自由 度 如 何 歼 定 了 
完 盖 因子 是 如 何 定 义 的 ? 确定 方法 如 何 ? 
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5$-$ 用 电子 微量 天 衬 在 重复 性 条 件 下 测量 某 一 标准 超声 源 的 总 输出 功率 10 次 ， 
测 得 值 为 ，6.270WW，6.271W，6. 278W，6.274W，6,272 克 ，6.273W，6. 277W， 
6. 295 研 ,6, 277W，6.296W。 求 测量 的 最 佳 估 计 什 和 测量 不 兢 定 度 、 量 信和 概率 二 
98 生 ， 

5-6 某 实 验 拟 用 四 块 一 级 最 块 组 成 基本 尺寸 为 43, 655mm 的 量 鞭 组 , 已 知 各 量 抉 
中 心 长 度 及 其 误差 分 别 为 ; 


Li= mm 8 一 0 35pm 
1 一 1. mm ez 0. 20um 
L:=], 095mm 0 =0, 20pm 
[=1.005mm 0. 20pm 


假定 给 出 的 误差 限 服 从 正 态 分 布 , 到 置信 概率 p 一 35 只 求 该 量 块 组 引起 的 测量 不 确定 
度 。 

5-7 某 校 准 证 书 说 明 , 标 称 值 100 的 标准 电阻 器 的 电阻 民 在 20 安 时 为 (10. 000 74 
土 0, 000 13)052=99%)， 求 该 电阻 器 的 标准 不 确定 雇 ， 并 说 明 属 于 那 一 类 评定 的 不 确 
定 度 ? 

5-8 某 数 字 电 压 表 的 说 明 书 指出 ,该 表 在 校准 后 的 两 年 内 ,其 2V 量程 的 测量 误 
差 不 超 过 土 (14X10“X 读数 十 X10-*X 基 程 )Y， 相对 标准 差 为 20 准 , 落 按 均匀 分 布 ， 
求 1V 测量 时 电压 表 的 标准 不 确定 度 ; 设 在 该 表 校 准 一 年 后 ,对 标 称 全 为 1V 的 电压 进 
行 16 次 重复 测量 ,观测 值 的 平均 秆 为 0.928 57V, 并 由 此 算得 单 次 测量 的 标准 差 为 
0.000 038V， 车 以 平均 值 必 为 测量 的 估计 信 , 试 分 析 影 响 测量 结果 不 确定 度 的 主要 来 
源 , 分 别 求 出 不 确定 度 分 量 ， 说 明 评 定 方法 的 类 型 ， 求 测量 结果 的 合成 标准 不 确定 度 及 
其 自由 度 ， 


第 @ 章 
直接 测量 不 确定 度 评定 


和 


直接 测量 就 是 用 测量 仪器 直接 获得 被 测量 的 量 值 的 方法 ,是 测量 中 最 
常用 的 方法 。 直 接 测 量 法 分 为 下 列 两 种 。 

(1) 等 精度 (或 等 权 ? 直 接 测 量 ; 

(2) 不 等 精度 (或 不 等 权 ) 直 接 测量 。 

本 草 将 讨论 这 两 种 方法 的 不 确定 度 评定 ,这些 评 定 属于 A 类 评定 ， 
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一 、 概 述 


等 精度 测量 是 指 参 与 测量 的 五 个 要 素 均 不 发 生变 化 的 条 件 下 的 多 次 重 
复 测 量 ， 又 可 称 为 重复 性 测量 。 等 精度 测量 是 一 个 理想 的 概念 。 

设 A 为 任意 量 , 现 对 其 进行 重复 性 测量 , 共 测 量 n 次 , 其 测量 值 为 

x, (I=], 2, +, n) 

由 于 每 次 测量 的 测量 仪器 、 测量 环境 、 测量 方 法 和 测量 人 员 都 保持 一 
致 或 不 变 , 所 以 每 次 测量 的 准确 度 都 是 相同 的 , 也 即 x, 的 标准 差 ;, 都 认为 
是 相等 的 : 

在 实际 测量 中 ,是否 为 重复 性 测量 或 等 精度 测量 主要 凭 经 验 和 遵守 重 
复 性 测量 所 规定 的 条 件 来 判断 ， 


二 、 等 精度 直接 测量 不 确定 度 评 定 方 法 与 步 又 


尽管 测量 者 努力 使 测量 满足 等 精度 测量 的 要 求 , 但 在 实际 测量 过 程 中 ， 
绝对 做 到 等 精度 测量 是 不 可 能 的 , 得 到 的 测量 列 中 寿 存 在 系统 效应 和 随机 
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效应 导致 的 不 确定 度 的 同时 ， 有 可 能 还 存在 已 定 系 统 嵌 差 , 甚至 存在 粗大 
误 盖 。 在 测量 不 确定 度 评定 之 前 ， 应 首先 剔除 粗大 误差 ， 消 除 已 定 系统 误 
差 。 因 此 ,等 精度 直接 测量 数据 的 处 理 吕 分 为 预 处 理 和 测量 不 确定 度 评定 
遇 大 步骤 。 


《一 ) 测量 数据 的 预 处 理 


1. 系统 误差 的 消除 

(1) 找 出 产生 系统 误 闪 的 因素 ,从 产生 系统 误差 的 根源 上 消除 系统 误 
差 对 测量 的 影响 , 使 得 测量 列 中 不 含 系统 误差 。 

(2) 针对 产生 系统 误差 的 不 同 因素 , 设计 测量 方法 , 消除 系统 误差 对 测 
量 结果 的 影响 。 

(3) 找 出 定 值 系统 误差 的 大 小 ， 利用 加 修正 值 的 方法 ,使 测量 结果 不 含 
定 值 系统 误差 。 

2. 判断 粗大 误差 并 将 其 嘎 除 

利用 第 四 章 中 和 叙述 的 粗大 误差 判别 准则 , 判别 测量 列 中 是 否 存在 含有 
粗大 误差 的 异常 值 ， 若 发 现 异 常 值 , 应 将 其 蓟 除 ， 直 到 测量 列 中 不 包含 异 党 
值 为止 。 


(二 ) 测量 不 确定 度 的 评定 


对 于 仅 信 有 系统 效应 和 随机 效应 所 致 不 确定 度 的 测量 列 ， 其 测量 不 确 
定 度 属 A 类 不 确定 度 ， 其 评定 方法 和 步骤 如 下 ， 
(1) 计算 测量 列 算 术 平 均值 未 ， 即 


X= (6-1) 
于 t=1 


工 为 测量 结果 的 最 佳 估 计 值 
《2) 计算 残余 误差 ， 即 
二 一 工 (6-2) 
(3) 计算 到 的 标准 不 确定 度 x(z)， 即 


-1 SS _ 
ulT) 一 ey (6-3) 


《4) 确定 包含 因子 忆 

包含 因 于 与 测量 列 的 分 布 特征 、 自 由 度 和 置信 水 准 p 有 关 。 和 罩 信 水 
准 记 值 一 般 采 用 99% 和 95%, 多 数 情 况 下 采用 95%; 自由 度 v 一 x 一 1; 测 
量 列 的 分 布 在 没有 其 他 非 正 态 的 明显 特征 (如 正 态 分布 、 三角 分 布 等 ), 原 
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则 上 采用 :上 分布。 其 名 值 采用 分 布 临 界 秆 ( 查 附 录 2 可 得 )。 而 当 自 由 度 ， 
充分 天 而 被 测量 可 能 值 又 接近 正 态 分 布 时 , 可 以 近似 认为 名 ,一 2，k 一 3， 
当 测 量 列 非 正 态 分 布 特征 明显 时 , 按 具体 的 分 布 查 得 上 值 。 
(5) 计算 扩展 不 确定 度 QU， 即 
U 一 hu(x) (6-4) 
(6) 测量 结果 的 表达 
站 志 十 U 二 了 了 土 kRpu (tT) (6-5) 


三 、 等 精度 直接 测量 数据 处 理 实例 


【 例 6-1 对 某 物体 的 质量 等 精度 直接 称 量 9 次 , 得 到 数据 见 表 6-1， 
求 测量 结果 (tp 二 99%)， 


囊 6-1 
序号 测量 秆 x/ 顽 余 民意 习 代 | 
1 24. 774 一 0 的 1 0.000 00] 
和 
2 24. 778 +0 0n3 0. 000 009 
3 24. 771 —0. 004 0. 000 018 
人 24.780 Ho 005 0. 000 025 
5 24. 772 —0. 003 0. 000 O09 
6 24.777 +0. 002 0, 009 004 
十 
? 24. 973 —0. 002 0. 000 004 
8 24.785 0 0 
9 24.774 oor | woono 
时 
x, 222. 9 3 9 
2 Dv =— 0, 001 Di = 0. 000 069 
11 f= 
= 24.775 l 


解 ; 设 测量 前 已 进行 分 析 , 并 设法 消除 了 明显 的 系统 误差 , 且 不 存在 粕 
大 误差 。 因此, 可 进行 下 列 步 驴 的 运算 ; 
(1) 计算 该 物体 质量 的 最 佳 估计 值 玉 


-开工 一 
下 一 mp 可 多 222. 974 = 24.775g 


《2) 计算 残余 误差 vu.{ 已 列 于 表 内 ) 
(3) 计算 三 的 标准 不 确定 度 CF) 


,~ _| 1 2 0.000 089 
WE) = st) re 2 do = 0.001lg 


(4) 确定 包含 因子 ks 
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内 测量 次 数 较 少 , 采用 : 分 布 计算 。 此 时 vy 二 n 一 1=8, 取 na 一 1 一 清 一 
0.01, 查 附 录 1 得 名 三 3.36。 
(5) 计算 三 的 扩展 不 确定 度 U 
U=k,u(z)=3. 36X0. 001a0, 003g 
(6) 测量 结果 报告 (24. 775+0. 003)g, v=8, p=99% 
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~ 概述 


不 等 精度 测量 是 指 在 测量 过 程 中 ,参与 测量 的 五 个 要 素 除 被 测 对 象 不 
能 改变 外 ,其 他 四 个 要 素 发 生疏 变 所 进行 的 测量 。 叉 称 为 复 现 性 测量 。 常 
用 于 高 准确 度 的 测量 问题 。 

设 4 为 任意 量 ， 现 对 其 进行 复 现 性 测量 , 测量 次 数 为 n, 测量 列 为 

Xx, (1=1, 2, 3 
根据 复 现 性 的 条 件 , zx, 与 x, 的 标准 差 互 不 相等 (1 关 ))， 即 
ss = 2 3 hy 

在 实际 测量 中 , 若 每 次 测量 的 条 件 不 尽 相 网， 如 仪器 、 测量 方法 . 测量 
环境 以 及 测量 人 员 中 任何 一 项 发 生 明 显 变化 , 都 有 充分 理由 认为 = 次 测量 
值 是 不 等 精度 或 不 等 权 的 测量 。 

产生 不 等 精度 测量 主要 有 下 面 两 神情 况 : 一 是 对 同一 被 测量 进行 了 x 
组 等 精度 测量 , 即 有 zm 组 等 精度 测量 列 , 每 次 测量 的 标准 偏差 均 为 s。 但 每 
组 的 测量 次 数 mu (一 1，2，…，m) 不 相等 。 对 每 一 测量 列 而 言 ， 自 然 以 它们 
的 算术 平均 值 宇 (i 二 1，2、…, m) 作 为 被 测量 的 测量 结果 。 各 组 平均 值 的 
标准 偏差 按 等 精度 测量 估计 , 按 下 式 计算 : 


二 1) (6-6) 


由 于 各 组 的 测量 次 数 ni 不 相等 由 上 式 知 ，s, 也 不 等 。 因 此 , (1 二 1, 2， 
… m) 是 被 测量 m 个 不 等 精度 的 测量 结果 。 第 二 种 情况 是 同一 被 测量 , 由 
不 同 的 仪器 ， 或 不 同 的 环境 , 或 不 同 的 方法 , 或 不 同 的 标准 器 具 ， 总 之 , 在 
不 同 的 测量 条 件 下 测量 。 因 此 , 测量 结果 的 标准 偏差 也 不 相同 , 形成 被 测 
量 的 不 等 精度 的 阁 干 个 浏 量 结果 ， 即 被 测 车 的 m 个 测量 结果 ,G1 二 1, 2， 
…， 1) 的 标准 依 差 9 6 一 1， 2，…，z) 不 相等 。 
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二 、 权 的 概念 及 其 确定 


1. 权 的 报 念 

在 等 精度 测量 中 , 各 个 测量 值 可 认为 同样 可 车 ,并 取 所 有 测 得 值 的 算 
水 平均 值 作为 最 后 测量 结果 ， 在 不 等 精度 测量 中 , 各 个 测量 结果 的 可 靠 程 
度 不 一 样 , 因而 不 能 简单 地 取 各 测量 结果 的 算术 平均 值 作为 最 后 浏 量 结 果 ， 
应 让 可 车 程度 大 的 测量 结果 在 最 后 结果 中 目的 比重 大 一 些 ， 可 车 程度 小 的 
占 比 重 小 一 些 ， 各 测量 结果 的 可 靠 程度 可 用 一 数值 来 表示 ， 这 个 数值 即 称 
为 该 测 且 结果 的 * 校 ”， 记 为 w。 因 此 浏 量 结果 的 权 可 理解 为 : 当 它 与 另 一 
些 测量 结果 比较 时 ,对 该 测量 结果 所 给 子 的 信 整 程度。 

既然 测 异 结果 的 权 说 明了 测量 的 可 靠 程 度 , 因此 可 根据 这 一 原则 来 确 
定 权 的 大 小 。 便 如 可 按 测 量 条 件 的 优 劣 、 测 量 仪 器 和 测 岂 方法 所 能 达到 的 
准确 度 高 低 、 重 复 性 测量 次 数 的 多 少 以 及 测量 者 水 平 高 低 来 确定 权 的 大 小 ， 
亦 即 测量 方法 愈 完善 ,测量 准 确 度 愈 高 ， 所 得 测量 结果 的 权 也 庶 愈 大 。 在 
相同 条 件 下 , 由 于 不同 水 平 的 测量 者 用 同一 种 测量 方法 和 仪器 对 同一 被 测 
量 进行 测量 ,显然 对 于 经 验 丰 富 的 测量 者 所 测 得 的 结果 应 给 予 较 大 的 权 。 

2、 权 的 确定 

由 上 所 述 , 权 是 测量 结果 在 相互 比较 时 各 自 的 信赖 程度 ,是 它们 到 平 
均值 时 各 自 所 由 的 比例 , 因此 , 我 们 关注 的 是 它们 信赖 程度 的 比例 。 

在 确定 各 测量 结果 的 权时 ， 显 然 ， 对 于 那些 误差 较 小 , 即 方差 较 小 , 可 
靠 程 度 较 高 的 测量 结果 应 占有 较 大 的 比例 ; 而 对 于 那些 误差 较 大 ， 即 方差 
较 大 、 可 靠 程度 较 低 的 测量 结果 应 占有 较 小 的 比例 。 因 此 , 测量 结果 的 术 
与 表示 该 测量 结果 可 靠 程度 的 指标 一 一 方差 # 成 反比 。 

设 被 测量 的 一 组 不 等 权 测 量 结果 x, (一 1，2，…，m)， 其 方差 分 别 为 
8 一 1，2，…， 坊 ), 刚 它们 的 权 节 与 各 自 的 方差 成 反比 , 即 


w cc 二 (1 = 1, 2 0) (6-7) 


显然 , 由 上 式 知 测量 结果 的 权 双关 0。 且 由 式 (6-?7) 知 ， 具 有 相同 方差 5 的 
等 精度 测量 列 ， 它们 的 权 相 等 。 因 此 , 等 精度 测量 也 是 等 权 测 量 。 它 是 不 
等 精度 测量 的 特例 。 

3， 有 关 权 的 几 个 公式 


(1) 解决 不 等 精度 测量 结果 的 平均 值 问题 ， 关 键 是 确定 各 测量 结果 之 
间 可 兢 程 度 的 比例 。 此 比例 由 式 (6-7)7 可 知 为 
1 1 


Ww 了 
1 了 2 


(6-8) 
Sn 
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由 比例 的 性 质 可 知 : 对 于 任意 的 常数 《>0, 由 式 (6-8) 得 公式 : 

WR kw : es 入 (6-9) 
由 上 式 知 : 对 于 不 等 权 测量 结果 的 可 靠 程度 ,其 相互 之 间 的 比 合 是 确定 的 ， 
但 权 的 数值 的 表示 不 是 惟一 的 。 例 如 ， 有 三 个 不 等 权 的 测量 结果 zx，<xzs 和 
3， 假 设 它们 的 权 分 别 为 ww 二 1， ww 二 3 和 ws 二 4。 那 么 也 可 认为 它们 的 权 
分 别 为 wi 一 2， ws 二 6 和 ws 二 8。 因 为 在 这 两 种 情况 下 , 权 之 间 的 比例 是 相 
等 的 , 即 

TI Te 一 3 一 2 


由 式 (6-9) 可 得 比 式 (6-8) 更 一 般 的 权 的 表达 式 ， 即 


w, 一 与 (i = 1, 2, 4, 1m) (8-10) 
由 式 (6-10} 可 得 下 列 公式 ， 
Tw (6-11) 


(2) 对 钼 测量 进行 m 组 等 精度 测 晤 , 单 次 测量 的 标准 偏差 为 ;, 每 组 的 
测量 次 数 分 别 为 ni ， ns， +， 。 设 各 组 的 平均 值 为 亏 ， 亚 ，…， 亏 ,。 因 各 
组 是 等 精度 测量 列 , 所 以 各 组 平均 值 的 方差 为 


ss 
二 (i=1, 2 2m) 
nn 


将 上 式 改 写成 下 列 形式 ， 
mu 一气 (i = 12， Hh) (6-12) 
上 式 与 式 (6-10? 比 较 ， 取 上 上 =? ， 人 项 得 
一 访 (一 二 ， 2， mm) (6-13) 


因此 ,由 于 各 级 的 测量 次 数 mm 不 等 , 被 测量 的 各 组 等 精度 测量 平均 值 工 是 
不 等 权 的 。 此 时 , 它们 的 权 可 分 别 取 成 各 组 的 测量 次 数 n,。 上 反之 , 对 于 被 
测量 的 任意 不 等 精度 测量 列 zj ，zs，…， xz。， 设 其 权 分 别 为 w (i=1, 2， 
Mm)。 那 么 , ,可 认为 是 一 组 测量 次 数 ,二 ww 的 等 精度 测量 列 的 平均 
值 。 例如， zl，zz 和 xz; 的 权 分 别 为 wy ==8, ww 二 18 和 罗 ,一 25。 那 么 ， x， 
zs 和 zs 可 分 别 视 作 测量 次 数 下 一 za 二 8 次 , ns 二 tos 一 18 次 和 nn, 二 ws 二 25 
次 的 等 精度 测量 列 的 平均 秆 。 

4. 单位 权 及 其 方 一 

定义 : 在 不 等 精度 测量 中 , 称 权 ww 二 1 为 单位 权 , 它 所 对 应 的 方差 为 单 
位 权 方 差 ， 以 号 表示 。 

例如 , 设 zx，xs 和 是 被 测量 的 三 个 不 等 权 测 量 结 果 。 它 们 的 标准 稍 
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差分 别 为 5 二 0.04, 5 = 一 0.06 和 3 二 0.03。 由 式 (6-10) 可 求 三 个 测量 结果 
的 权 : 


2 一 9 wo 一 4 ma 一 1] 
在 这 组 不 等 精度 测量 中 , 取 单 位 权 ww 二 1， 则 对 应 的 单位 和 方差, 根据 
式 (6-10) 应 为 


不- 
Ty 一 1 
即 二 二 0.014 4 
所 以 5 一 由 12 


如 果 将 上 述 不 等 精 庆 测量 值 zx ，x 和 二 视 作 二 组 测量 次 数 分 别 为 
和 二 ws 二 16 的 平均 值 , 那么 , 由 式 (6-12) 和 式 
{6-13) 知 ,“ 单 次 测量 方差 "为 

f= (=1, 2 mm) 
青 将 式 (6-11) 和 式 吕 一 上 一 0.014 4 代入 上 式 得 
于 一 吕 一 0.0144 

即 此 时 单位 权 方差 便 是 “ 单 次 测量 方差 *。 这 样 ,我 们 可 把 xz, 看 作 是 “ 单 次 
测量 标准 偏差 ;二 0, 12 的 某 9 次 测量 结果 的 平均 什 ; x; 可 认为 是 “ 单 次 测 
量 标准 偏差 ”一 0. 12 的 某 4 次 测量 结果 的 平均 值 等 。 需 要 注意 的 是 w. 的 到 
人 不 是 惟一 的 。 因 此 , 5 的 值 同样 不 是 惟一 的 。 假 设 保持 wy，ws 和 ws 的 
比值 , 到 地 二 18, wz 一 8 和 ws 二 32, 妈 xi, x: 和 x; 可 认为 是 18 次 ,8 次 
和 32 次 的 平均 值 。 此 时 单位 权 方差 应 为 

中 一 2 一 2X0.014 4 
而 su =X0.12 

由 此 可 见 , 在 等 精 庶 测量 中 , 测量 列 的 单 次 测量 标准 偏差 * 由 测量 条 件 
所 决定 。 在 不 等 精 宕 测量 中 ,单位 权 标准 偏差 % 的 值 随 w, 取 值 不 同 而 不 
同 。 因此, * 和 ;s。 是 两 个 不 同 的 概念 。 


三 、 已 知 标准 差 时 不 确定 度 的 评定 
设 工 和 其 标准 差 s， 是 已 知 的 ， 一， 2, ,Hn, 


1. 计算 Xi 的 权 
根据 式 (6-12)、 式 (6-13) 得 
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so 
w= GG= 1 2 (6-14) 
计算 出 各 测量 值 的 权 ww,。 
2. 计算 x 最 佳 估计 秆 
3 TT 
z= {6-15) 
2 


式 中 : 5 一 一 x, 真 值 的 最 佳 知 计 值 。 

式 (6-15) 表 明 : 在 不 等 精度 直接 测量 中 ,x, 的 最 佳 估计 值 为 各 测量 值 
的 加 权 竺 本 平 均值 ， 

关于 式 (6-15) 的 证 明 

根据 极 大 似 然 估 计 法 ,不 等 精度 测量 值 的 似 然 函数 为 


工人 ri Sr Qa» tO ],2, "nN) 二 TFs Ss ua) 
4 一 上 


设 工 一 Na 了 | 
1 (Cru) 
则 fe | 
a 2 
Liz,s Sradarto= 1， 2 My ny 一 — exp|[— > a | 
v2 Te ™ | 
一 1 
上 式 两 边 取 对 数 
加 下 加 
mL —— Bln — ln, ~ > Es (6-16) 
t=1 =] + 
lnL 为 一 连续 函数 , 极 独 极 大 似 然 定理 , 它 有 和 极 大 信 ， 因而 有 
odlnL 
da =I,s= 一 
di Cr 一 人 
即 芭 ( or ) 在 一 元， 本 一 
> 下 二 三 一 0 
1 一 上 
二 zi 十 Tr 
王 二 $2 3 
也 十 地 十 … 十 二 
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将 式 (6-14) 代 人 上 式 得 
Tl Tl 十 te x2 十 和 十 也 Fn 


WW 十 Wwz 十 生 十 刘 


9 

2 wx 
二 ] 
n 


2 


4 一 1 


证 毕 。 
3,， 计 算 x 的 标准 不 确定 误 
Z 的 标准 不 确定 度 即 为 的 标准 差 , 公式 为 


3F 一 
2 
人 (6-17) 
1 
A 
i™ml 外 
关于 式 (6-17) 的 证 明 : 
对 式 (8-15) 求 方差 有 
D(z) = 一 yw. Dr 
Be 
+ 一 二 
因为 Dlr) 一 本 
2 所 
中 二 二 
Th 
以 名 . 
D(z)= 一 Yu Ei 
w| ™ 
一 1 “ 
p32 
z=] 
及 因为 DIT) = oa 
2 
5 


所 以 到 一 
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证 毕 。 

4. 计算 的 扩展 不 确定 度 

由 式 (6-4) 知 , 三 的 扩展 不 确定 度 为 

UE + ss, 

根据 自由 度 v 二 =n 一 1, 置信 概率 p 查 : 分 布 肉 ( 见 附 表 ), 或 根据 需要 取 上 = 
2, k=3。 

5. 测量 结果 报告 

UU,v, ps 

或 立 土 UU, vv， 衣 。 

【 例 6-2】 利用 四 台 浏 角 仪 测量 同一 工件 的 角度 ,所 得 数据 及 其 标准 差 
如 下 : 

Tz1 =38°47'08", 5 =0. 2 

Xi =38°47']11’, ss =0.5" 

zs =38°47'00, ss =0.4" 

Xx1 =38°47'08, 5 =0. 4 

求 测量 结果 (p 一 95%) 

解 : 中 计算 测量 值 z, 的 权 记 ， 

由 式 人 6-14) 知 


令 =， 得 
wo0, ws —=16, ww 一 全 = 20 
全 计算 最 佳 估 计 值 
由 式 (6-15) 知 
Vr, 


- ! 
了 一 


2 


1 一 1 
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_ 100 x 38"47°06" + 16 x 38°47"11" + 25 x 38°47’09" + 25 X 38°47’08 
100 十 16 十 25 十 25 


一 38?47 7. 237 
念 计 算 地 的 标准 差 **。 
由 式 (6-17) 知 
1 


5 一 


柯 


站 
1=1 "1 


1 


ji + 5 十 5 十 
一 0 1 及 
地 计算 碟 的 扩展 不 确定 度 1 
由 式 (6-4) 若 
U=k* ss 


上 以 自由 度 y 二 4 一 1 二 3, p 二 0. 95 查分 布 表 ( 见 附 表 ) 得 二 3. 18 
U= 3,18 Xx 0.16” 
一 和 5] 
加 测量 结果 报告 
王 一 38 47 07. +0. 5”, y=3, p=0, 95 


四 、 已 知 测量 值 权 的 不 确定 度 评定 
设 = 和 其 权 包 , 是 已 知 的 , i==1, 2,，…, n。 


1. 最 佳 估 计 值 的 确定 
由 式 人 6-15) 知 ， 最 佳 估 计 值 至 为 


2. x 的 标准 不 祖 定 度 评定 
工 的 标准 不 确定 度 即 为 + 的 标准 差 。 
《1) 计算 单位 权 方差 > 


型 一 到 1 (6-18) 
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关于 式 (6-18) 的 证 明 ， 
根据 式 (6-14) 有 


将 上 式 及 下 一 辣 伐 和信 式 (6-16) 式 得 


一世 了 总 有 ，_ < ) 2 
lnL = 2 ln2r 十 序 2rlnw TIns FE I) 


根据 极 大 似 然 定理 , lnL 有 极 大 值 , 因而 有 


alnL_ 
os 


二 十 Dw -一 了 )3 一 人 
整理 上 式 得 
s = LY wr 5) 
in t= 


关于 式 (6 19) 是 s* 有 偏 合 计 的 证 明 ，: 
对 式 (6-19) 求 数学 期 望 


Els)= DwEC — 7)? 
1 一 1 


| 


由 数理 统计 理论 知 
因为 Er:— (Er,): = 
所 以 Er 一 下 十 (ED 
= ta 
又 因为 Fi: (Fr): = 
所 以 Fr = +a’ 
下 一 中 一 5 
ww 
间 一 让 
2 


将 上 述 式 子 代入 E(s*) 中 


(6-19) 
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一 工人 一 好 
n 


即 El ) 天 了 
也 以 式 (6-19) 不 能 用 来 估计 单位 权 方 差 ， 若 将 式 (6-19) 中 的 二 换 成 一 ， 
即 
= A 一 工 )? 
此 时 有 


一 1] a 
nl 


即 式 c6-18) 是 单位 权 方 差 的 无 偏 和 估计， 比 式 (6-19} 的 效果 好 。 证 毕 。 
(2) 工 的 标准 差 5;， 
由 式 (6-17) 知 


3. 的 扩展 不 确定 度 评定 
由 式 (6-4) 知 
U=k. s; 
根据 自由 度 v 二 x 一 1, 置信 概率 p 查 : 分 布 表 ( 见 附 表 ) 得 其 值 。 
4. 测量 结果 报告 
T+U,y,p 
【 例 6-3】 对 基 物 理 量 进 行 6 次 不 等 精度 测量 ,测量 数据 见 表 6-2。 求 
测量 结果 (Cp 一 0,.95) 。 
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解 : 中 计算 最 佳 估计 值 


由 式 (6-15) 知 
Dwx, 
二 气 一 
Dw 
T 一 1 
二 175 
1 
= 10. 29mY 
加 计算 单位 权 方 差 
由 式 (6-18) 知 
Dow: 
2 一 [ht 
如 一 上 
Th 一 ZX, 一 寺 ， i 二 1，, 2， ""*» 1 
外 值 见 表 6-2。 
0.2697 
§ 6—1 0.053 94 
s=0. 23mY 
二 计算 斑 的 标准 差 > 
由 式 (6-17> 郑 
4 生 Z 
Sw 
:=1 
_ 0.23 
17 
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昌 计 算 工 的 扩展 不 确定 度 局 
由 式 (6-4) 知 
U=k. ss 
上 以 自由 度 v 二 6 一 1 二 5, 二 0. 95 查 :分布 宫 ( 见 附 表 ) 得 有 一 2. 57 
U= 2.57 Xx 0.06 

= 0.15mYV 

加 测量 结果 报告 
=(10.3+0. 2)mV, y=5, p=0. 95 

若 需 要 计算 各 测量 值 的 标准 差 ;,, 可 很 据 式 (6-14) 得 


一 -了 i 二 1 2 


3, 后 
5 的 值 见 表 6-2。 
【 例 6-43 对 某 物理 量 进 行 9 次 直接 测量 ， 数 据 见 表 6-3。 求 测量 结果 


(一 3) 。 


农 6-3 


解 : WD 计算 测量 信和 的 权 m,; 
由 式 (6-14) 知 


Po 


令 单 位 权 标 准 差 ;二 50 得 名 测量 值 的 权 为 
Wh oe Ty Tg :ely 
= 1:1:1:1.93: 12.8:2.90774,34:2.78:4,73 


侣 计算 最 侍 估 计 值 
由 式 (6-15) 知 
Pwr, 
7 = 沁 
Dw 
= 472. 7mYV 
命 计算 I 的 标准 差 SF 


5 的 计算 方法 有 两 种 : 
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第 一 种 方法 : 根据 式 (6-17) 得 


Dw 
= 8.77mYV 
第 二 种 方法 : 根据 式 (6-18) 和 式 (6-17) 得 
Sw 
a DY, 
rE 
(9—1) X32.55 
= 10. 29mY 
四 计算 的 扩展 不 确定 度 可 
由 式 (6-47) 知 
局 二 有。 和 7 
第 一 种 方法 ; 
U=3x8.77=26. 31mY 
第 二 种 方法 : 
U=3x10.29=30, 87mY 
岛 测量 结果 报告 
第 一 种 方法 ， 
了 一 (472.7 士 26: 3)mV, &=3, y=—8 
第 二 种 方法 ， 


T= (472,.7 二 30, 9)mVY, k=3, v=8 

例 6-3 表明 ， 当 已 知 测量 值 x, 和 其 标准 差 ;, 时 , 有 两 种 方法 计算 的 
标准 差 sz: 第 一 种 方法 是 根据 式 (6-17) 计 算 5 ; 第 二 种 方法 是 根据 式 (6- 
18) 和 式 (6-17) 计 算 sz 。 这 两 种 方法 计算 出 的 s; 在 理论 土 不 相等 。 两 种 方 
法 的 区 别 是 ; 第 一 种 方法 是 根据 已 知 的 ;, 计算 **， 没 有 用 到 测量 数据 xz,; 
第 二 种 方法 既 用 到 s,, 也 用 到 了 测量 数据 <， 当 测 量 次数 较 多 时 ， 这 种 方法 
更 能 准确 地 反映 出 这 一 组 测量 数据 的 不 确定 度 值 ,也 更 具有 实验 性 质 。 亲 
此 , 当 测 量 次 数 "<6 次 时 , 用 式 (6-17) 计 算 :效果 较 好 ; 当 测 量 次 数 zz 
次 时 , 或 当 测 量 数据 含有 系统 误差 时 ， 用 式 (6-18) 和 式 (6-17) 计 算 ss 更 为 
科学 合理 。 


习题 六 


习题 六 


6-1 什么 是 等 精度 测 最 ? 什么 是 不 等 精度 测 其 ? 

6-2 己 知 某 仪器 测量 的 标准 盖 为 0. 5pm。 

(1) 老 用 该 仪器 对 某 一 轴 径 调 量 -次 ,得 到 的 测量 值 为 26. 202 5mm, 试 写 出 测量 
结果 (&= 2)。 

(2) 着 重复 测量 10 次 , 测量 值 如 下 表 所 示 ， 

序曲 : 1 5 
mm . 26. 202 5 | 26. 0202 8 26. 202 8 26. 202 5 
序 叶 7 8 9 10 
zf mm .202 2 26. 202 3 26. 202 5 26, 202 6 26. 202 2 


试 写 出 测量 结果 (8 二 2)。 

(3) 若 手头 无 该 仪器 的 测量 标准 差 , (2) 同 中 的 测量 结果 为 多 少 ?{p==0. 95)。 

6-3 用 某 仪器 测量 工件 尽 寸 ， 己 知 该 位 器 的 标准 差 ,=0,01mm， 荐 肥 求 测量 结果 
的 标准 不 确定 度 不 超过 0, 001mm, 应 测量 多 少 次 ? 

6-4 ”对 某 角 度 a 进行 测量 ， 得 到 两 个 测量 结果 ， 

的 1 213 3 六 十 6 于 二 2， 

人 1 24137 2 性 士 15. 人 一 3 
试 计 算 * 的 最 线 测量 结果 (一 3) 。 

6-5 对 其 玻璃 楼 镜 的 折射 系数 进行 测定 , 测量 数据 如 下 表 所 示 : 


试 计算 测量 结果 (p=0. 99)。 
-6 对 某 量 进行 测量 , 数据 如 下 表 所 示 ; 
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注 ; 5 为 x, 的 标准 差 ， 


(1) 用 式 (6-17) 计 算 测 量 结果 (p=0. 95)。 
(2) 用 式 c6-18) 计 算 测 量 结 果 (p 二 0. 95)。 
《3) 分 析 (1)、{2) 的 计算 结果 。 


A 


任何 测量 数据 都 具有 不 确定 度 。 测 量 方法 一 般 可 分 为 直接 测量 法 和 间 
接 测 量 法 ， 在 直接 测量 不 能 满足 测量 精度 要 求 或 无 法 进行 直接 测量 时 ， 常 
采用 智 接 测量 的 方法 。 间 接 测 量 是 通过 直接 测量 与 被 测量 之 名 有 一 定 的 站 
数 关系 的 其 他 量 , 再 按照 一 定 的 消 数 关系 计算 出 被 测量 的 测量 方法 。 因 此 ， 
间接 测量 的 量 是 直接 测量 所 得 到 的 各 个 测量 信 的 函数 。 而 间接 测量 的 不 确 
定 度 则 是 各 个 直接 测量 不 确定 度 的 合成 不 确定 度 。 因 而 ,间接 测量 数据 处 
理 的 核心 何 题 是 阅 接 测量 不 确定 度 的 评定 。 本 章 将 就 间接 测量 不 确定 度 的 
评定 , 分 配 、 合成 以 及 最 佳 测量 方案 的 选择 等 问题 加 以 讨论 ， 
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1. 间接 测量 误差 传播 的 基本 公式 


在 间接 测量 中 ,函数 的 形式 主要 为 初等 沙 数 , 且 一 般 为 多 元 沙 数 , 设 其 
表达 式 为 


y= fr Ter *, Ta) (7-1) 
式 中 : Ts Toy ry 7X: 一 一 各 个 直接 测量 慎 ; 
;一 一 间接 测量 值 。 


由 多 元 负 数 的 微分 学 可 知 , 对 于 多 元 水 数 , 其 增 量 可 用 未 数 的 全 微分 
表示 。 则 y= fCx， zz) 的 函数 增 量 d2 为 


= Of TB dr of 
dy 3z; dx 十 EE dzs 十 Ta dz, 
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若 以 &y 一 > 一 om 表 志 间接 测量 值 的 误差 ， 以 Az 一 之 一 央 表示 各 个 直 
接 测量 值 的 误差 ， 并 分 别 以 Ay， Az 近似 代替 全 微分 公式 中 的 dy，dzx,， 则 
可 得 间 扶 测量 误差 传播 的 基本 公式 


Ay = An 十 BL Ar + + Bar, (9-2) 


式 中 :名人 ， 如 六，…， 一 一 各 个 直接 测量 值 误差 的 灵敏 系数 。 


当 zx, 的 测量 误差 是 系统 肖 羡 时， 式 (7-2) 也 可 认为 是 系统 误 盖 传播 的 
基本 公式 。 
当 x, 的 测 最 误差 是 随机 误差 时 , 则 随机 误差 传扬 的 基本 公式 为 


by = 2 Fr + BB, (7-3) 
式 中 : 8。 ， 8，，…， 六 -一 各 直接 测 基 值 的 随机 误差 ; 
6, 一 一 y 的 随机 误差 。 
在 间接 测量 中 , 对 于 形 如 
3 一 Ar rr CC 人 一 1，2,，… 和 是 常数 ] 


的 测量 函数 ， 以 相对 误差 表示 其 误差 传 播 的 基本 公式 ， 更 为 方便 。 
若 y 天 0 、 2 天 00 一 1 2 Ns 了 


Y= 六 snt 二 总 ht + A 


> Y A 
而 
工 37 olny 
故 
各 -SA + tt a, 
—x dlnyAn 二 nyéx | ,， ,十 工 2m A 
Bri A Ar; re 
若 信 
= 仿 ， /= {1=]， 2 nn) 
2 并 
则 
r= Sr, + A Ed 2y。 (7-4) 
对 于 同 接 测量 的 函数 美 系 
y= f(x Kes i) = Cz Ta， hn 


有 
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Iny=1nC+ plnri polnzs tp, lnx, 
dlny_ ] 


Br pi 本 (1=1, 2, ,1) 
于 是 式 47.4) 转 化 为 
六 = Pr parse tt Parsn {7-5) 
式 中 : 六 一 一 间接 测量 值 的 相对 误差 ， 
直接 测量 值 的 相对 误差 。 
式 (7-5) 即 为 相对 误差 传播 的 基本 公式 。 此 时 , 灵敏 系数 
cp, (t= 2, ,Hn) 


【 例 7-1】 用 号 高 范 长 法 测量 大 直径 D, 见 图 7 1， 直接 测量 其 弓 高 天 
和 弦 长 !， 然 后 通过 函数 关系 计算 出 直径 DD。 车 已 知 马 高 和弦 长 ! 的 测量 
值 及 其 系统 误差 为 


h=50mm, Ah= ~0. mm 
i=—=500mm;: Al=lmm 


试 求 测量 结果 。 
| 
| 
| 
图 7-1 
解 : 如 图 ?7-1, 可 知 函 数 闫 系 为 
_ 
中 一 本 十 和 
若 不 考虑 测量 值 的 系统 误差 ， 则 计算 出 的 直径 了 为 
了 = 二 +h— mm +0mm=1 300mm 
由 于 D= fi, h) 
故 各 个 误差 的 灵敏 系数 为 


3f_ i 500mm 
Ol 2h 2X50mm 
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所 以 ,由 式 (?-2}) 可 得 为 
fe 
所 一 


BF， Br _1 
AD= SA 十 这 全 一 天 ( 1)ah 


= 5X1lmm—24X(—0.1mm) = 17. 4mm 
用 加 修正 值 的 方法 可 消除 所 求 得 的 直径 的 系统 误差 AD, 则 被 测 直 径 的 
实际 尺寸 为 
D=D,—AD=]1 300mm™—?7. 4mm=1 292. 6mm 
2, 间接 测量 标准 不 确定 度 评定 的 基本 公式 
在 重复 性 测量 中 , 测量 误差 往往 是 随机 误差 ， 而 随机 误差 又 是 用 表征 
其 取 值 分 散 性 的 标准 不 确定 度 来 评定 的 ,标准 不 确定 度 是 用 标准 差 表 示 的 
不 确定 度 , 故 和 间接 测 量 标准 不 确定 度 评 定 实质 上 就 是 确定 间接 测量 的 标准 
差 。 因而, 我 们 将 在 随机 误差 传播 基本 公式 的 基础 上 推导 出 间接 测 呈 标准 
莽 传 播 的 基本 公式 ,也 就 是 间接 测量 标准 不 确定 度 评定 的 基本 公式 ， 
设 间 接 测 量 的 函数 关系 为 
y= Fx Kes ry ri) 
对 各 测量 值 都 进行 N 次 等 精度 测量 ,其 相应 的 随机 误差 为 
对 五 Bray rls Brav 


对 Ti: Gra 和 Tz ii Oroy 


对 Bry) Grey rs ra 
恨 据 式 (7-3) 可 得 y 的 随机 误差 为 
= of 3f CLEA aFf 
yl Bed 十 Bx, Era 十 十 Ba 


Do 一 pr 十 QF ars, 十 十 Bf or, 
OX OT; OT 国 (7-6) 


= of of of 
Gyn 3 十 3 十 1 3 


将 方程 组 (7- 的 中 各 方程 平方 得 
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yi! = (RE ) a + (ME) a + + 位 ) 8 2 3 Mar 
se (st (a) Bea 


= (六) 过 二 (让 ) av 下 - (并) a 2D 2 Sradr| 
(7-7) 

将 方程 组 (7-7) 中 各 方程 相 加 ， 可 得 

二 人 
= (&&) (ix 十 De 和 十 十 + (RY) Cox 十 放 和 十 … 十 路 取 ) 二 
+ (A) (Br 和 1 十 性 如 十 + > (AE Br =】 

(7-8) 

将 式 (7 -8) 的 各 项 除 以 N，, 并 根据 方差 的 定义 可 得 


A 


QAr, Ax N 
(7-9) 
> OT nT Im 
着 定义 Br 与 Sr, 的 协 方 差 为 K, = 2 N 
6z, 与 6z, 的 相关 系数 为 p= 
则 
下 ,一 Pogangz 


相关 系数 o, 是 两 个 变量 之 间 相 互 依赖 性 的 度量 ,描述 了 两 个 变量 之 间 
线性 关系 的 紧密 程度 。p, 是 一 个 纯 数 ; 一 1<m 饼 十 1。 由 于 协 方差 通常 具 
有 不 方便 的 量 网 ,因而 相关 系数 通常 比 协 方差 更 有 用 。 若 p, 二 0, 则 两 个 变 
量 之 间 相 互 独 立 ; 若 |e | 一 1, 则 两 变量 z, 与 x, 间 以 概率 1 成 立 x 二 axr, 十 
Ed PER a0), 

于 是 由 式 人 47-9) 可 得 

2 (Ea + (2)a 2 十 以 十 (站 ) a 十 2 > ( 兰 pon0s ) 
(7-10) 
车 以 实验 方差 s* 估计 方差 a, 则 由 式 (7-10) 可 得 间接 测量 实验 标准 闫 


一 181 


] 


第 7 章 间 摄 测 景 不 确 足 靶 评 定 


182 过 


传播 的 基本 公式 : 
of efy ne 3f 3 (a 3f 和 
小 = (A) + (2 ) 2 十 + (RE) + | dL, Bp 5 ) 
(7-11) 
蕊 中 : py 第 : 个 测量 值 的 不 确定 度 和 第 ) 个 测量 值 的 不 确定 度 


之 间 的 相关 系数 ; 


3 (1 一 1,2,…, 一 一 各 个 测量 值 不 确定 度 的 灵 角 系数 ， 


若 各 测量 值 的 随机 误差 是 相互 狼 立 的 , 且 当 N 适当 大 时 , 协 方 益 


则 相关 系数 o, 也 为 零 , 间接 测量 实验 标准 差 传 播 的 基本 公式 (7-11) 可 简化 
为 


= (a) tt 0) 


藻 在 ?= 一 Axim， …， mt) 中 ,已 类 各 直接 测量 值 zx, 的 实验 标准 差 ;, 以 及 
zx， 和 xx, 的 相关 系数 os 则 由 式 (7-11) 可 得 间接 测量 标准 不 确定 度 评定 的 基 


Ta， /ofY, af ,oF of 
“(+ (EE) (EE) 2 (YE Bp) 
C7-13) 
式 中 ; wu.--- 间接 测量 值 y 的 合成 标准 不 确定 度 ， 
若 相 关系 数 o, 为 零 , 则 间接 测量 标准 不 确定 度 评定 的 基本 公式 (7-13) 


可 简化 为 
We = (EE) s+ (ME) sr (EE)s (7-14) 


由 于 各 测量 值 的 不 确定 度 间 相互 独立 的 情况 较为 常见 ， 且 当 各 相关 系数 很 
小 时 , 地 可 近似 地 作为 相互 独立 处 理 。 因 而 , 式 (7-14) 是 较 常 用 的 间接 测 
量 标准 外 确定 度 评定 的 基本 公式 . 


若 令 <. 一半 ，c 为 < 的 不 确定 度 的 灵敏 系数 ; 
一 j cls, &, 为 x, 引起 的 标准 不 确定 度 分 量 。 


出 式 C7-13) 为 


tt “士民 +25) Py Wd, (7-15) 


1 


,tt 二 1]， 2， os n} 
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即 y 的 标准 不 确定 度 &. 是 由 各 标准 不 确定 度 分 量 w 按 式 (7-15) 合 成 而 得 ， 
故 称 4 为 合成 标准 不 确定 上 度 。 式 (7-15) 称 为 “不 确定 度 传 播 律 ”。 
在 间接 测量 中 , 对 于 形 如 
3 一 Las Eo LOC， 六 (一 1，2，… 和 2 是 常数 ] 
的 测量 晴 数 , 若 各 直接 测 一 值 间 相 互 独立 ,由 相对 不 确定 度 传播 的 基本 分 
式 (7-5} 和 容易 得 知 
eel 一 Was 和 十 (有 和 {7-16) 


式 中 ， We y 的 相对 合成 标准 不 确定 度 ，wen 一 全 ， 


zx, 的 相对 标准 不 确定 度 ，xim 一 二 (一 1，2，…， 站 ， 
车 外 关系 数 o, 一 0, 则 式 (7-15) 为 
We 二 Y 认 十 查 十 十 友 (7 17) 
若 相关 系数 m 一 1， 刚 式 (7-15) 为 


Tm 
wu 
= Vm Tw 二" 二 a) 
二 看 十 二 十 十 上 

3, 误差 间 的 相关 关系 和 相关 系数 

由 武 47-15)、(7-17)、(7-18) 可 知 , 各 误差 间 的 相关 性 对 合成 标准 不 确 
定 度 的 计算 有 直接 影响 。 式 (7-9) 中 的 相关 项 刻画 了 各 误差 相互 间 的 线性 
关联 对 隙 数 总 误差 影响 的 大 小 。 当 相关 系数 p, =0 时 , 式 (7-15) 简 化 为 (7- 
17); 而 当 相 关系 数 o, 二 1 时 , 式 (7-15) 则 简化 海 (7-18)。 式 (7-18) 表 阴 ， 
当 相 关系 数 p, 二 1 时 , 间接 测量 的 标准 不 确定 度 具 有 线性 的 传播 关系 。 

上 述 分 析 结 果 充 分 说 明 , 误差 间 的 相关 性 与 标准 不 确定 度 的 合成 有 密 
切 关 系 。 尽 管 通常 遇 到 的 测量 实践 大 多 是 误差 间 线 性 无 闫 或 近似 线性 无 
关 , 但 线性 相关 的 也 较 常见 。 当 各 误差 间 相 关 或 相关 忻 不 能 忽视 时 ， 必须 
先 求 出 各 个 误差 间 的 相关 系数 ,然后 才能 进行 标准 不 确定 度 合成 计算 。 因 
她 ,正确 处 理 误 盖 间 的 相关 问题 具有 十 分 重要 的 意义。 

(1) 误差 间 的 线性 相关 关系 

误 莽 间 的 线性 相关 关系 是 指 它们 具有 线性 依赖 关系 ,这 种 依赖 关系 或 
强 或 弱 。 联 系 最 强 时 ,在 平均 意义 上 , 一 个 误差 的 取 值 完全 决定 了 另 一 个 
误差 的 取 值 , 此 时 , 两 误差 间 上 县 有 确定 的 线性 函数 关系 。 当 两 误差 间 的 庆 
性 依赖 关系 最 弱 时 , 一 个 误差 的 取 秆 与 另 一 个 误差 的 取 值 完全 无 美 , 这 是 
互 不 相关 的 情况 。 


《7-18) 
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当 两 误差 间 的 关系 是 处 于 上 述 两 种 极端 情况 之 间 ,， 即 既 有 联系 又 不 具 
有 确定 的 相关 关系 时 ,线性 依赖 关系 是 指 平均 意义 上 的 线性 关系 ， 即 一 个 
误差 值 随 另 一 个 误差 值 的 变化 共有 线性 关系 的 倾向 ,但 两 者 的 取 值 又 不 服 
从 确定 的 线性 关系 ,而 具有 一 定 的 随机 性 ， 

《2) 相关 系数 

两 误差 问 有 线性 依赖 关系 时 ,其 相关 性 强 弱 由 相关 系数 来 反映 , 在 标 
准 不 确定 度 合成 时 应 求 得 相关 系数 ,并 计算 出 相关 项 的 大 小 。 

上 两 误差 与 7 之 间 的 相关 系数 为 p。 根 据 相关 系数 的 定义 , 则 有 


式 中 ; D6, 一 一 误差 与 n 之 间 的 协 方 差 ; 

se 5 一 一 分 别 为 误差 与 5 的 实验 标准 差 。 
由 概率 论 可 知 , 相关 系数 o 是 一 个 纯 数 , 其 取 值 范围 六 

1pE+1 

当 0<p< 1l 时 , 两 误差 & 与 5 正 相关 ， 即 一 误差 增 大 时 , 另 一 误差 的 取 
值 平均 地 增 大 ; 

当 一 1 之 p<i0 时 ,两 误差 8 与 3 负 相 关 , 即 一 误差 增 大 时 , 另 一 误差 的 
取 值 平均 地 减 小 ; 

当 p 一 十 1 时 , 两 误 差 & 与 完全 正 相关 ; p= 一 1 时 ,两 误差 上 与 了 完全 
负 相 关 ; 此 时 ,两 误差 6 与 ;之 间 存 在 衫 定 的 线性 函数 关系 ， 

当 p=0 时 ,两 误差 $ 与 # 之 癌 无 线性 关系 或 称 不 相关 ， 即 一 误差 增 大 
时 , 另 一 误差 的 取 值 可 能 平均 地 增 大 也 可 能 平均 地 减 小 ， 
由 此 可 知 , 相关 系数 确实 可 表示 两 误差 $ 与 5 之 间 线性 相关 的 紧密 程 
度 ， 相关 系数 o 僵 接近 0,& 与 7 之 间 的 线性 相关 程度 愈 小 ; 反之 ，|p| 取 值 
愈 大 、 便 接近 1,& 与 之 间 的 线性 相关 程度 钝 密 切 。 需 要 强调 的 是 , 相关 
系数 只 表示 两 误差 与 ? 之 间 线 性 关系 的 紧密 程度 ， 当 相关 系数 p 很 小 甚至 
等 于 0 时， 两 误差 与 了 之 间 不 存在 线性 关系 , 但 并 不 表示 它们 之 间 不 存在 
其 他 的 函数 关系 。 


实际 使 用 中 ,通常 使 用 相关 系数 p 的 估计 值 ,一 各。 其 取 值 范围 亦 为 
一 1] 之 r 放 十 1 
4. 误差 间 相关 系数 的 确定 


确定 两 误差 之 间 的 相关 系数 是 比较 难 的 , 通常 采用 的 确定 相关 系数 的 
方法 有 如 下 几 种 ， 

(1) 直接 判断 法 

通过 两 误差 之 间 关 系 的 分 析 , 直接 确定 相关 系数 p。 如 两 误差 不 可 能 有 
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联系 或 联系 很 微弱 、 则 确定 p==0; 车 一 个 误差 增 太 , 另 一 个 误差 成 比例 地 增 
大 , 则 确定 5 一 1 

《2) 试验 观察 和 简略 计算 法 

在 某 些 情况 下 可 直接 测量 两 误差 的 多 组 对 应 值 (8 ,xp )， 用 观察 和 简略 
计算 法 求 得 相关 系数 p。 

四 观察 法 ”用 多 组 测量 的 对 应 值 (&，%) 作 图 , 将 它 与 图 7-2 的 标准 图 
形 相 比 ， 看 它 与 娜 一 图 形 相 近 ， 从 而 确定 相关 系数 的 近似 值 ， 使 用 此 方法 
应 注意 要 有 足够 多 的 数据 (tn 闻 20),， 且 作 图 时 应 注意 坐标 轴 的 分 度 ( 横 举 标 
最 小 值 到 最 大 轴 的 有 距 离 大 致 等 于 维 举 标 最 小 值 到 最 大 值 的 距离 ) 。 


图 7-2 

名 简略 计算 法 ”将 多 组 测量 的 对 应 值 (& , 5) 在 平面 坐标 上 作 图 ， 如 图 

7-3 所 示 , 然后 作 平 行 于 詹 轴 的 直线 4 将 点 阵 左 右 均 分 ,再 作 平 行 于 纵 轴 

的 直线 如 将 点 降 上 下 均 分 , 并 尽量 使 4、 了 3 线 上 无 点 ， 于 是 将 点 阵 分 为 四 部 

分 , 设 各 部 分 的 点 数 分 别 为 m,n; ， my， ma， 则 可 以 证 明 相 关系 数 为 
区 | 


Pp = Dn 


(7-19) 


图 7-3 
加 直接 计算 法 ”根据 多 组 测量 的 对 应 值 (6，?)， 按 相关 系数 的 定义 直 
接 计 算得 
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2 SO (7-20) 


WEED mW 
(3) 理论 计算 法 


有 些 误差 间 的 相关 系数 ,可 根据 概率 论 和 最 小 二 乘法 直接 求 出 。 
如 果 求 得 两 误差 上 与 了 之 问 为 线性 相关 ， 即 = az 十 则 相关 系数 为 
0 (7-21) 
一 .as 
以 上 讨论 了 两 误差 之 间 的 相关 系数 的 各 种 求法 , 根据 县 体 情况 可 采用 
不 同 的 方法 ， 一 般 先 在 理论 上 探求 ， 若 达 不 到 目的 ， 对 于 数值 小 或 一 般 性 
的 府 盖 间 的 相关 系数 可 用 直接 判断 法 ; 对 于 数值 大 或 重要 的 误差 间 的 相关 
系数 可 采用 多 组 成 对 观察 ， 并 根据 情况 采用 不 同 的 计算 方法 。 


二 、 间 接 测量 标准 不 确定 度 的 评定 方法 与 步 矣 


当 间 接 测 量 的 测量 结果 受 多 种 因素 影响 形成 了 若干 个 不 确定 度 分量 
时 ,测量 结果 的 标准 不 确定 度 用 各 标准 不 确定 度 分 量 合 成 后 所 得 的 合成 标 
准 不 确定 度 a 表示。 为 了 求 得 &， 需 分 析 各 种 影响 因素 与 测量 结果 的 关 
系 ， 以 便 准 确 评定 各 标准 不 确定 度 分 量 ,然后 再 按 如 下 方法 与 步骤 进行 
间接 测量 标准 不 确定 度 评定 。 


设 间 接 测 量 的 函数 关系 为 
y= fr Ta 

式 中 ， 》 一 间接 测量 量 ， 

Tis 1 一 一 直接 测 其 量 。 


那么 , 间接 测量 标准 不 确定 度 按 如 下 方法 与 步骤 进行 评定 。 

1, 间接 测量 最 侍 居 计 佳 的 计算 

我 们 在 第 五 章 第 一 节 “ 五、 测量 过 程 的 数学 模型 的 建立 "中 已 谈 到 间接 
测量 最 佳 居 计 值 的 计算 方法 有 两 种 ,， 即 "也 数 的 均值 ”( 式 5-4) 和 “均值 的 函 
数 “ 式 5-5), 也 谈 到 当 f 是 X, 的 非 线性 函数 时 , 式 (5-4) 的 计算 方法 较 优 
越 (可 以 从 无 偏 性 、 有 效 性 、 一 致 性 、 实用 人 性 等 思路 进行 证 明 , 证 明 方 法 目 
前 尚 存在 异议 ), 尽管 计算 方法 有 差异 , 但 是 计算 方法 一 经 确定 后 ， 其 不 确 
定 度 的 评定 步骤 是 依 数学 模型 进行 的 。 对 以 式 (5-4) 计 算 的 结果 的 评定 ， 先 
对 各 分 量 单 次 测量 值 按 函 数 关系 求 各 函数 值 的 残 差 , 算得 函数 值 单 次 测量 
的 标准 差 , 再 求 算术 平均 值 的 标准 差 ， 即 算术 平均 值 标准 不 确定 度 。 对 以 
式 (5-5) 计 算 的 结果 的 评定 ， 先 求 各 分 量 算术 平均 值 的 不 确定 度 再 按 函 数 关 
系 求 得 合成 标准 不 确定 度 。 
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下 面 以 式 (5-5) 为 例 进 行 讲解 。 
先 将 各 直接 测量 量 x, 的 最 佳 居 计 值 ,C1 一 1，2,，*…* ,nn) 计 算出 来 代 人 
间接 测量 的 库 数 关 系 式 ， 则 间接 测量 最 佳 估计 和 仁 
y= 让 二) (7-22) 

2. 合成 标准 不 确定 订 的 评定 
报 据 式 (7-15), 合成 标准 不 确定 度 &. 的 评定 , 按 如 下 步骤 进行 ， 
《1) 计算 各 标准 不 确定 度 分 量 z& 

出 =| cs | 5 


of 


Ar, 1 

(2) 确定 各 标准 不 确定 度 分 量 x 的 自由 度 ,,; 

(3) 若 存在 相关 关系 , 则 应 设法 确定 相关 系数 p, 的 值 ; 
(4) 按 式 (7-15) 计 算 合成 标准 不 确定 度 x.， 即 


t= 十 琴 十 十 +2 Yow, 


至 于 其 他 形式 的 合成 标准 不 确定 度 的 评定 ， 则 按 式 (7- 16)、(?-17)、 式 
(7-18) 进 行 。 

3， 扩 展 不 确定 度 评 定 

合成 祭 准 不 确定 度 可 以 表示 测量 结果 的 不 确定 度 , 但 它 仅 对 应 于 标准 
善 ， 当 概率 分 布 是 正 态 分 布 时 , 由 其 表示 的 测量 结果 y 士 i& 包含 被 测 量 真 什 
的 概率 仅 为 58, 27%。 然 而 , 这 在 实际 工作 中 是 元 法 满足 比如 高 精度 比 对 
以 及 一 些 与 安全 生产 和 与 人 体 健 康 有 关 的 测量 的 杰 求 的。 这 些 测量 要 求 给 
出 的 测量 结果 区 间 包 含 被 测量 真 值 的 置信 概率 较 大 ， 即 给 出 一 个 测量 结果 
的 区 间 , 使 第 测量 的 值 大 部 分 位 于 其 中 。 为 此 需 用 扩展 不 确定 庶 ( 也 叫 展 伸 
不 确定 度 ) 表 示 测 量 结果 。 

(12 扩展 不 确定 度 由 合成 标准 不 确定 度 w. 乘 以 包 售 因 子 上 得 到 ， 记 为 
U, Bw 


C= t= 1] 2 "nn 


U = kn, (7-23) 
用 扩展 不 确定 度 作 为 测量 不 确定 度 , 则 测量 结果 表示 为 
于 一 十 区 (7-24) 


(2) 当 概 率 分 布 是 正 态 分 布 时 , 包含 因子 ,由 + 分 布 的 临界 全 :Cy) 确 

定 ， 即 
k, = tty) 7-25) 
则 扩展 不 确定 度 由 合成 标准 不 确定 度 zx 乘 以 包含 因子 部, =,y) 得 到 记 为 
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U,, 姑 


U, = kou, (7-26) 
那么 , 用 扩展 不 确定 度 作为 测量 不 确定 度 , 测量 结果 表示 为 
¥ = ytU,, ps ve (7.27) 


式 (7-25) 中 ,v 是 合成 标准 不 确定 度 &, 的 自由 度 , 我 们 称 之 为 有 效 自由 度 。 
记 为 wst。 根 据 给 定 的 置信 概率 p 与 自由 度 y 查 : 分 布 表 , 可 得 1,(v) 的 值 .。 
当 各 标准 不 确定 度 分 量 &, 相互 独立 时 , 合成 标准 不 确定 度 &. 的 自由 度 "由 
下 述 击 尔 奇 - 萨 特 思 韦 特 (Weleh - Satterthwaite) 公 式 计 算 ; 


引 


SE 
式 中 ; 各 标准 不 确定 度 分 量 x, 的 自由 度 。 

显然 , 当 各 标准 不 确定 度 分 量 x 的 自由 度 y, 均 已 条 时 ， 才 能 由 式 (7- 
28) 计 算 合 成 标准 不 确定 度 & 的 自由 度 *。 但 往往 由 壮 缺 少 资料 难 以 确定 每 
-个 分 量 的 v， 则 自由 度 5 无 法 按 式 (7-28) 计 算 ， 也 不 能 按 式 (7-25) 来 确定 
包含 因子 二 的 值 , 为 了 求 得 扩展 不 确定 度 ， 一 般 情 况 下 , 可 取 包 含 因子 = 
2 一 3， 

4， 给 出 测量 不 确定 度 报 告 

对 间接 测量 不 确定 度 进 行 评定 后 , 应 该 给 出 测量 不 确定 度 的 最 后 报告 。 

测量 不 矿 定 度 的 最 后 报告 的 形式 为 式 (?-24) 或 式 (7-27), 即 

Y=y 土 U, 或 Y=y 圭 U,; py ver 


(7-28) 


rv 二 


三 、 实 全 


(一 ) 间接 测量 不 确定 度 计算 步 又 


(1) 分 析 阅 接 测量 不 确定 度 的 来 源 , 列 出 对 测量 结果 影响 显著 的 不 确 
定 度 分 量 ; 

(2) 评定 各 标准 不 确定 度 分 量 ， 并 给 出 其 数值 & 和 自由 度 y,; 

(3) 分 析 所 有 不 确定 度 分 量 的 相关 性 , 确定 各 相关 系数 rm ; 

(4) 求 测量 结果 的 合成 标准 不 确定 度 a. 和 自由 度 vor; 

《5) 若 和 需要 给 出 扩展 不 确定 度 ， 则 将 合成 标准 不 确定 度 x 乘 以 包含 因 
于 上 或 如 ， 得 扩展 不 确定 麻 ， 即 

U=ku. 或 U, =kpu. 

C6) 给 出 测量 不 确定 度 的 最 后 报告 ,以 规定 的 方式 报告 被 测量 的 估计 

值 y 及 扩展 不 确定 度 U= kw 或 UU, 二 ku。， 并 说 明 获得 它们 的 细节 ， 
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根据 以 上 间接 测量 不 确定 度 计 算 步 又 , 下 面 通过 实例 说 明 林 确定 度 评 
定 方 法 的 应 用 。 

(二 ) 实例 

【 例 7-23 体积 测量 的 不 确定 度 计 算 

1. 测量 方法 


直接 测 其 赔 柱 体 的 直径 D 和 高 度 产 , 由 函数 关系 式 计算 出 圆柱 体 的 体 
积 


y= 王 --/ 
用 分 度 值 为 0.01mm 的 测 微 仪 重复 6 次 测量 直径 D 和 高 度 A， 测 得 数 


据 如 下 : 
10.05 | 10.085 | 10.095 | 10060 | 10 og5 
10.10 | 0005 | os | 1085 | 3101 
计算 直径 D 和 高 度 的 测量 平均 值得 ; 五 = 10.080mm, 下 = 


10. 110mm,， 则 体积 VV 的 测量 结果 舍 计 值 为 


Vn 


himm 


=806. 8mm 


2. 不 确定 度 评定 


分 析 测 量 方法 可 知 , 对 体积 Y 的 测量 不 确定 度 影响 显著 的 因素 主要 有 ; 
直径 和 高 度 的 测量 重复 性 引起 的 不 确定 度 w，ws; 测 微 仪 示 值 误差 引起 的 
不 确定 度 w,。 分 析 这 些 不 确定 度 的 特点 可 知 ,不 确定 度 ww ,ws 应 采用 入 类 
评定 方法 , 不 确定 度 wu 应 采用 B 类 评定 方法 。 

下 而 分 别 计算 各 主要 因素 引起 的 不 确定 度 分 量 。 

(1) 直径 D 的 测量 重复 人 性 引起 的 不 确定 度 分 量 mn 

由 直径 也 的 6 次 测量 值 求 得 平均 值 的 实验 标准 差 55 二 0.004 8mm, 则 
直径 DD 的 测量 标准 不 确定 度 wo 55 二 0.004 8mm, 而 直径 D 的 灵敏 系数 


co 区 = 到 及 故 由 直径 的 测量 重复 性 引起 的 不 确定 度 分 量 为 


向 一 |co|ap 一 站 uD—=0. 77mmi’ 


其 自由 度 为 ==6 一 1=5。 
(2) 高 度 天 的 测量 重复 性 引起 的 不 确定 度 分 量 zw 
由 高 度 的 5 次 测量 值 求 得 平均 值 的 实验 标准 差 5s 二 0.002 6mm， 则 
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育 径 D 的 测量 标准 不 确定 度 ia 一 二 一 0. 002 6mm， 而 高 度 的 灵敏 系数 
= 焉 一 zC， 故 四 高 度 的 测量 重复 性 引起 的 不 确定 度 分量 为 


一 | aV 
Ht? [es | us 属 
其 自由 度 为 w 二 6 一 1 二 5， 
(3) 测 微 仪 示 值 误差 引起 的 不 确定 上 度 分 量 a 
由 仪器 说 明 书 获得 测 微 仪 的 示 值 误差 范围 士 0.01mm,，0. 01mm 为 其 半 


宽 , 取 均匀 分 布 ， 则 可 计算 得 测 微 仪 示 值 标准 不 确定 度 wg 一 时 一 


3 
0.005 8mm, 由 此 引起 的 直径 和 高 度 测量 的 标准 不 确定 度 分 量 分 别 为 


av 
“|aD 


us=0, 21mm 


aV 
Ea 

则 测 微 仪 示 值 误差 引起 的 体积 测量 不 确定 度 分 量 为 
ot Tea + 人) 有) 人) 

= 1,04mm 

若 合 格 千 分 尺 的 示 值 不 确定 度 为 0.01mm，, 其 自由 度 y, 应 是 0。 

3, 不 禄 定 度 合 成 

因 不 确定 度 分 量 ww ， ws， ww 相互 独立 , 即 p, 一 0，, 按 式 (7-17) 得 体积 测 
量 的 合成 标准 不 确定 度 

一 wy 二 十 碍 十 大 一 0.7 天 十 0 2 十 1.042 mm 一 1.3mnmn 
按 式 (7-28) 计 算 其 自由 上 度 得 


4 


天 全， 耳 盐 一 


于 _ 1.3: a 40 4 取 = 40 
a OT O02 LOR 
让 
， 5 5 2 
=1 + 
4. 扩展 不 确定 度 


取 轿 信和 概率 记 一 0. 95， 自 由 度 "一 40 查 ;分布 表 得 40 5,(40) 二 2,02, 即 
包含 因 于 名 ss 王 2.02, 于 是 , 体积 测量 的 扩展 不 确定 度 为 
Uo ss = od —=2.02X1. mm = 9, Gmm’ 
5. 不 确定 度 报告 
(1) 用 合成 标准 不 确定 度 评定 体积 测量 的 不 确定 度 ， 则 测量 结果 为 


¥=806. 8mm, w=1, 3mm: 


(2) 用 扩展 不 确定 度 评定 体积 测量 的 不 确定 度 , 则 测量 结果 为 
V=(806, 8 士 2 6)mms ，y 一 40 
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其 中 士 符号 后 的 数值 是 扩展 不 确定 度 Us s; 二 ssa 二 2. 6mm’， 是 由 会 成 标 
淮 不 确定 度 u, = 1. 3mm, 自 击 度 Vv 二 8 及 了 包含 因 于 kos = ta, C40) =2,02 
确定 的 , 从 而 具有 约 为 55% 概率 的 敬 信 区 间 。 


第 二 节 合成 标准 不 确定 度 的 分 配 


在 间接 测量 的 数据 处 理 中 , 合成 标准 不 确定 度 分 配 是 在 已 知 测 量 的 合 
成 标准 不 确定 度 的 情况 下 , 要求 合理 地 确定 各 个 不 砚 定 度 分 量 的 值 ， 以 保 
证 测量 精度 。 合 成 标准 不 确定 度 分 配 时 , 应 考虑 测量 过 程 中 所 有 不 确定 度 
分 量 , 括 不 能 多 也 不 能 少 。 且 分 配 后 的 各 个 不 编 定 度 分 量 & 0 一 1，2，…， 
2) 的 值 应 满足 


VY 十 碎 十 下 十 直 (7-29) 
合成 标准 不 确定 度 分 配 在 测量 方案 的 选择 和 仪器 的 设计 过 程 中 有 着 重 
要 的 作用 和 意义 。 下 面 我 们 介绍 合成 标准 不 确定 度 的 分 配方 法 和 步 双 。 
一 、 按 等 作用 原则 分 配合 成 标准 不 确定 度 


所 谓 等 作用 原则 ， 就 是 认为 各 个 不 确定 度 分 量 对 合成 标准 不 确定 度 的 
贡献 是 相等 的 。 


若 间接 测量 的 函数 关系 为 
yr Tes rr Xa) 
且 设 各 不 确定 度 分 量 互 不 相关 ， 即 相关 系数 mw 一 0, 则 由 式 (7-17) 可 知 
了 一 三 十 本 十 必 十 本 
根据 等 作用 原则 ,应 有 
EL 一 下 一 一 下 
于 是 
un Vi 一 Vs 
所 以 
"一季 (7-30) 
或 
1 = 1 2 (7-31) 


一 We 
Tel 
式 中 ; "一 一 第 :项 不 确定 度 分 量 的 实验 标准 差 ; 


c 一 训 一 -第 :项 不 确定 度 分 量 的 灵敏 系数 。 
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显然 ， 若 各 直接 测量 信 的 误 善 满足 式 (7 30)、(7-31)， 则 一 定 能 使 式 
(7-29) 成 立 。 


二 、 按 可 能 性 调整 分 配 后 的 不 确定 度 


按 等 作用 原则 分 配合 成 标准 不 确定 度 后 , 极 可 能 出 现 不 合理 的 情况 ， 
这 是 因为 计算 出 来 的 各 个 不 兢 定 度 分 量 都 相等 , 对 于 其 中 有 些 直 接 测量 值 ， 
要 保证 它 的 测量 不 确定 度 不 超出 允许 的 范围 较为 容易 。 而 对 于 其 中 有 些 
直接 测量 值 , 则 难以 保证 它 的 测量 不 确定 度 满足 要 求 , 不 超出 允许 的 范围 。 
如 果 便 要 保证 其 测量 精度 要 求 ， 势必 要 用 晶 趴 的 高 精度 仪器 , 或 者 要 付出 
绞 大 的 劳动 。 

此 外 ,由 式 (7-31) 可 以 夏 出 ， 当 各 个 不 确定 并 分 量 一 定时 ,实验 标准 差 
"与 灵敏 系数 |c, | 成 反比 。 因 为 灵敏 系数 |< | 的 大 小 不 同 , 所 以 各 个 不 确定 
度 分 量 租 等 ,其 相应 的 实验 标准 差 ,, 并 不 相等 有 时 还 可 能 相差 较 大 。 

介 于 上 述 两 种 情况 ,对 按 等 作用 原则 分 配 的 标准 不 确定 度 分 量 , 必须 
根据 实际 情况 进行 适当 的 调整 。 调 整 的 原则 是 ， 

(1) 扩大 难于 实现 测量 过 程 的 不 确定 度 分 量 , 降低 其 精度 要 求 ， 

(2) 缩小 易于 实现 测量 过 程 的 不 确定 度 分 量 , 提高 其 精度 要 求 ; 

《3) 对 其 余 的 不 确定 度 分 量 不 予 调 整 , 保持 其 精度 要 求 。 


三 、 验 算 调整 后 的 不 确定 度 


不 确定 度 分 配 调整 以 后 , 应 按 式 (7-29) 进 行 验算 , 若 不 满足 式 (?-29)， 
即 按 式 (7-17) 计 算 所 得 的 合成 标准 不 确定 度 &, 超出 了 给 定 的 合成 标准 不 确 
定 度 允 许 范围 , 则 应 选择 可 能 缩小 的 木 确定 度 分 量 再 予 缩小 , 进一步 提高 
其 精度 要 求 。 若 按 式 (7-17) 计 算 所 得 的 合成 标准 不 确定 度 u. 较 小 , 可 适当 
扩大 难于 实现 测量 过 程 的 不 确定 度 分 量 , 进一步 降低 其 精度 要 求 。 

按 等 作用 原则 分 配合 成 标准 不 确定 度 时 需 注 意 ， 当 有 的 不 确定 度 分 量 
已 经 确定 而 不 能 改变 时 (如 受 测量 条 件 限制 ， 必 须 采 用 某 种 仪器 测量 某 一 项 
目 时 ), 应 先 从 给 定 的 合成 标准 不 确定 度 中 除 掉 , 然后 再 对 其 余 不 确定 度 分 
量 进 行 分 配 。 

【 例 7-31 按 公 式 镀 二 Ri 测量 电能 , 要求 三 的 相对 合成 标准 不 确定 
度 ww 所 1%, 电流 表 最 高 准确 度 为 0.2 级 , 电阻 和 时 间 的 测量 使 用 具有 较 
高 准确 度 的 仪器 。 试 确定 1, 尺 , 上 的 相对 标准 不 确定 度 ， 

(1) 确定 灵 克 系数 

由 式 (7-5) 可 知 : 了 的 灵敏 系数 c 二 2; R 的 灵敏 系数 cs 一 1; i 的 灵敏 系 
数 c ,二 1]1。 
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(2) 按 等 作用 原则 分 配合 成 标准 不 确定 度 
te 只 有 三 个 不 确定 度 分 量 , 它们 是 za Wid Wie。 相应 的 相对 标准 
其 为 Yols srl， zl Ni 二 3。 
由 起 (7: 31) 知 
0 
vnc YaX2 
em 1.0% 
™ ra Vx 
_ Uw 二， on 
hirel re x =0.577 3% 


出 于 测量 电流 时 只 有 0.2 级 表 , 根据 引用 误差 的 定义 ,测量 电流 的 相 
对 不 确定 度 实际 值 为 


=0. 288 6% 


1 0 577 3 的 


式 中 ; 4 一 一 电流 表 的 量程 ; 


[一 一 实测 电流 值 ， 
根据 选择 电工 仪表 的 273 原则 , 应 有 


2 
1 之 要 
取 [安生 4 代入 3 各 式 中 ， 


sie = A a3 0 2% 二 0. 3% 


3 
Sr —0. 288 6 0. 3% = sy 
因此 ,0.2 级 电表 不 能 满足 5 的 要 求 , 需 进行 调整 。 而 测 电 阻 和 时 间 的 位 
器 具有 较 高 准确 上 度 , 能 满足 所 分 配 的 不 确定 度 。 
现 根据 实际 情况 , 调整 分 配 结果 ， 因 测量 电流 只 能 达到 0.3%， 所 以 将 
其 看 成 为 已 知 项 。 于 是 
uig=|c |s44 =2X0.3%=0.6% 
由 于 ， 
则 


2 一 2 2 
Hemel 一 大 Frel 十 mrel + i 


由 等 作用 原则 
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Tr 四 2 2 一 
Vi Mia = Wh 十 Wrrel = De =y2 Hirel 


于 是 
i Vm Hy VM (06% _ S86 
v2 v2 
所 以 Se 一 = 全， 56%， si = 56% 
由 于 电阻 、 时 间 的 测量 不 确定 度 容 易 达 到 ， 故 取 eu 一 56%, fil 一 
0.56% ， 验 算 ， 


ud = ut ut ud =—v(0. GW TO. 56 Wm) Feo. S60 —0.990% 
Had = 1 0, 99% = wy 
即 这 种 分 配 结果 满足 式 (7-29)。 所 以 相对 合成 标准 不 确定 度 的 分 配 结 时 
yi 一 0 6 5 二 0. 56%6， 50 二 0. 56% 是 合理 的 。 
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在 间接 测 景 中 , 测量 结果 往往 与 多 个 因素 有 关 , 测量 的 途径 往往 有 多 
条 , 而 且 测 量 的 方案 也 往往 有 多 个 。 如 何 选 择 最 好 的 测量 途径 , 确定 最 佳 
的 测量 方案 , 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 问题 。 若 间接 测量 的 函数 关系 为 

y= fr Tes rm Tn) 
由 式 (7-14) 可 知 间接 测量 的 合成 标准 不 确定 度 


Be) 


={cs) i (es) TT (es 庆 


式 中 : ww 一 一 务 不 确定 度 分 量 ; 
5 (一 1，2，…， 7) 一 一 备 直接 测量 量 的 实验 标准 差 ; 
6 =H Gl 2 各 不 确定 度 分 量 的 灵敏 系数 。 
显然 ,最 佳 的 测量 方案 应 使 < 达到 最 小 。 而 要 做 到 这 一 点 ， 可 从 如 下 


两 个 方 而 来 考虑 。 
一 、 最 住 测量 函数 公式 的 选择 


一 般 说 来 在 间接 测量 的 水 数 公 式 中 , 不 兢 定 度 分 量 的 项 数 人 请 少 , 即 直 
接 测量 量 的 数 生 愈 少 , 合成 标准 不 确定 度 就 会 合 小 。 因 而 在 间接 测量 中 ， 
如 果 可 由 不 同 的 洱 数 公式 来 表示 间接 测量 景 则 应 选取 直接 测量 量 的 数目 最 
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少 的 函数 公式 。 若 不 同 的 函数 公式 包含 的 直接 测量 量 的 数 自 相同 , 则 应 选 
择 不 确定 度 较 小 的 直接 测量 量 的 函数 公式 。 比 如 测量 零件 几何 尺寸 ,在 相 
同 条 件 下 测量 内 尺寸 的 不 确定 度 较 测量 外 尺寸 的 不 确定 度 大 , 应 尽量 选择 
包含 测量 外 尺寸 的 函数 公式 。 
【 例 7-4】 测量 某 箱 体 零 件 的 轴 心 距 工 ( 见 图 7?-4)， 试 选择 最 佳 测量 方 
案 。 
根据 图 7-4 所 示 ， 测量 轴 心 距 工 有 下 列 三 种 方法 : 
(1) 测 遇 两 贺 直 径 d, 、d; 和 外 尺寸 ,其 函数 式 为 
rd 
Lh 2 
《2) 测量 两 轴 和 直径 4d 、ds 和 内 尺寸 上 ;， 其 函数 式 为 
四 三 te 
L=L4 二 了 十 学 


(3) 测量 外 尺寸 和 内 尺寸 人 ;， 其 函数 式 为 


图 7-4 
若 已 知 测量 的 实验 标准 差分 别 为 


$41 =5um, St =7pm 


Sr1=Bum, sr =10um 
由 式 (7-14) 可 知 上 述 三 种 方法 的 合成 标准 不 确定 度 分 别 为 
第 一 种 方法 


ov 型 + (a ) + (sa) 
= 十 (#5) 十 (ze) = V8 2 +3. 5 pm 


= 9. lum 
第 二 种 方法 
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i 一 (¥) + (六 a) + {六 sm) 


= 十 (Fm ) 十 en =vIT 2 3. 5 pm 


第 一 种 方法 
fe) te ~ te) 
= 二 5 pm = 6, 4xm 


由 计算 结果 可 知 , 第 三 种 方法 的 合成 标准 不 确定 度 ws 最 小 ,而 第 二 种 
方法 的 合成 标准 不 确定 度 xs 最大。 这 是 因为 第 三 种 方法 的 函数 公式 最 简 
单 ， 而 第 二 种 方法 的 函数 公式 包含 的 直接 测量 量 的 数目 较 案 , 且 又 含有 内 
尺寸 测量 的 缘故。 

二 、 灵 教 系数 最 小 选择 

由 式 (7-14) 可 知 间接 测量 的 合成 标准 不 确定 度 

BF af ’ 
人 
= cn) es) (rs.) 


一 二 十 姑 干 …… 干 三 
式 中 ; (二 1，2，…， 1) 一 一 各 不 确定 度 分 量 ; 


= 六 (=1, 2，…， 一 各 不 确定 度 分 量 的 灵敏 系数 。 


引 


显然 ， 若 不 确定 度 分 基 的 灵敏 系数 < 一 中 一 0， 则 相应 的 不 确定 度 分 
和 0， 天 了 这 不定 度 分 类” 对 站 接生 的 合成 标 不 本 定 度 % 没有 
影响 ; 若 不 确定 庆 分 节 的 灵敏 系数 ,一 为 最 小 ， 则 可 减 小 相应 的 不 确定 


度 分 量 对 间接 测量 的 全 成 标 疾 丰 区 定 度 a。 的 天 志 ， 
由 此 可 知 , 选择 灵敏 系数 等 于 零 或 为 最 小 , 给 我 们 指出 了 存 测 量 实 中 


中 达到 最 性 测量 方案 的 趋向 。 
【 例 7-$13 用 弓 高 荡 长 法 测量 直径 D, 见 图 7-1。 已 知 其 函数 关系 式 为 
te 
D=ji+h 
试 确定 最 性 测 量 方案 。 


由 式 (7-14), 求 得 测量 直径 的 合成 标准 不 确定 度 nx. 为 
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ff 了 二 六 到 ， 站 
EEC 汪 
要 使 测量 直径 的 合成 标准 不 确定 度 a 为 最 小 , 必须 
(1) 使 灵敏 系数 六 一 0 或 为 最 小 


满足 志 一 0, 必须 /二 0, 但 由 图 中 几何 关系 可 知 ,此 时 省 二 0。 因 而 无 
实际 意义 。 若 满足 雯 为 最 小， 则 站 值 鳄 大 愈 好 ,有 即 1 值 人 外 接近 衣 徐 铺 好， 
(2) 使 灵敏 系数 -号 一 1 一 


满足 到 一 1 一 0， 则 必 有 /一 2h, 即 要 求 测量 直 欠 。 


由 上- 述 分 析 可 知 , 要 使 测量 直径 的 合成 标准 不 确定 度 zx 为 最 小 , 必须 
测 其 直 径 。 此 时 关于 马 高 h 的 不 确定 度 分 景 we 已 不 影响 直径 的 测量 ， 而 只 
有 关于 蛇 长 /的 不 确定 度 分 量 wi 影响 直径 的 测量 。 但 对 于 大 直径 测量 , 此 
条 件 难以 满足 。 不 过 它 指出 了 当 己 高 六 愈 接 近 芒 长 ! 的 1/2 时 ,直径 测量 
的 合成 标准 不 确定 度 x. 愈 小 , 即 测量 精度 愈 高 。 
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7-1 为 求 长 方 体 的 体积 ,直接 测 最 其 各 过 长 为 一 18.5mm， b= 32, 5mm，c 一 
22. 3mm。 痢 它们 的 系统 误差 分 别 为 Aa 二 0, 9mm,， A 二 1. 1mm， A 二 0. 6mim， 试 求 其 体 
积 VW 及 其 系统 误差 (假定 各 边 长 测量 间 沈 关 )。 

7-2 测量 某 电路 的 电流 1 二 32. 5mA, 电压 V 一 12.6V, 了 和 LU 的 标准 差分 别 为 ,一 
0. 5m 和 A, ww 二 0.1V, 试 求 所 耗 功率 了 二 UT 及 侣 成 其 标准 不 确定 新 ( 设 上 和 世家 不 相关 ) 。 

7-3 ”长方体 的 边 长 分 别 为 am，a，ai， 测量 时 ， 

(1) 实验 标准 差 均 为 ;; 

(2) 实验 标准 差分 曾 为 5,5， 53。 

试 分 别 求 两 种 情况 下 体积 的 合成 标准 不 确定 度 。 

7-4 已 知 间接 测量 的 函数 关系 为 y 一 7 。 zy 。zj 主 ,x ， zs， aa 的 相对 不 确定 度 
分 别 为 :tion 二 2.0% ,hn ==8; wm 二 1. 5%, w=65 woe =1.0%, p=10: xi, ro, zy 瑟 
不 相关 。 试 计算 y 的 扩展 不 确定 度 。 

7-5 三 块 晤 块 研 合 在 一 起 , 车 已 知 第 一 块 量 块 与 第 二 块 量 块 的 标准 不 确定 度 均 为 
0. 5pm, 第 三 块 量 块 的 标准 不 确定 度 为 0. 6nm, 试 求 组 合 尺 寸 的 合成 标准 不 确定 度 。 

7-6 对 x 与 y 进行 20 组 测量 ,所 得 数据 如 下 ， 
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试 计算 1 与» 的 相关 系数 p,。 

?-7 已 知 z 的 标准 不 确定 度 为 已 ,yy 的 标准 不 确定 度 为 上， 它们 的 和 = 一 zx 十 y 的 
合成 标准 不 确定 度 为 ze， 斌 求 > 与 y 的 相关 系数 er, 。 

?7-8 已 知 工 与 y 的 相关 系数 po 一 一 1. 他 *=rTay， 车 x 与 3 的 标准 不 和 确定 度 分 
别 为 ，u,， 试 确定 函数 < 的 合成 标准 不 确定 复 we 。 

7-9 通过 电流 表 的 电流 了 与 指针 旋转 角 p 服从 下 列 关系 

T=e" tang 
式 中 ,为 决定 仪表 结构 的 常数 , (一 5.03X10- A。 今 两 次 测 得 pg 二 6711’ 十 1'; qo 二 
43"32' 士 ]'。 斌 求 此 丙种 情况 下 的 了 及 I 的 值 及 其 合成 标准 椒 确 定 度 x 。 

7-10 假定 从 支点 到 重心 的 长 度 为 工 的 单 摆 振 动 周期 为 了 ,重力 加 速度 可 由 公式 
T=2x v 工 六 中 给 出 。 车 要 求 测量 g 的 合成 相对 标准 不 确定 度 won {8} 所 0. 1%, 试问 按 
等 作用 原则 分 配 不 确定 度 时 ， 

(1) twa (8) 的 两 个 分 量 即 ww (的 与 urn C8) 分 别 为 多 少 ? 

(2 和 本 的 相对 标准 差 是 和 多少” 
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最 小 二 乘法 是 法 国 数学 家 勒 让 德 于 1805 年 首先 提出 的 ,而 后 德国 数学 
家 高 斯 于 1809 年 推 证 了 误差 的 概率 定律 ， 又 完整 地 发 展 了 这 一 方法 。 应 用 
最 小 二 乘法 原理 对 实验 和 测量 数据 进行 处 理 时 ,所 得 到 的 测量 结果 的 残余 
误差 平方 和 为 最 小 , 即 在 满足 忆 w 为 最 小 的 条 件 下 来 求解 ,这 个 方法 称 为 
最 小 二 葬 法 , 所 得 结果 通常 称 为 最 佳 值 或 最 可 信赖 值 。 

“最 小 二 乘法 "作为 数据 处 理 和 误差 计算 的 … 种 数学 于 段 证 广泛 地 应 用 
于 工程 实际 和 实验 技术 中 。 例 如 , 在 几何 量 , 无 线 电 等 计量 测试 中 , 为 提高 
其 精度 而 常常 采用 组 合 测量 方法 ,要 求解 :个 未 知 量 , 而 拟定 的 函数 组 合 关 
系 的 个 数 总 是 大 于 1，, 我们 要 从 带 有 测量 误差 的 n 个 直接 测量 的 方程 中 ， 
解 出 /个 未 知 量 , 这 是 解 一 般 代 数 方 程 的 方法 所 无 法 胜任 的 , 而 需要 利用 最 
小 二 乘法 来 求 出 其 最 佳 解 。 在 实践 中 还 常常 遇 到 实验 曲线 的 拟 合 问题 、 经 
验 会 式 即 回归 方程 的 确定 ， 以 及 为 消 弱 实 验 误差 对 拟 合 曲线 以 及 回归 方程 
精确 性 的 影响 , 也 需要 用 最 小 二 乘法 求 其 最 佳 解 。 总 之 ,在 科学 领域 中 最 
小 二 乘法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

对 "最 小 二 乘法 ”的 学 习 ， 将 会 十 分 有 助 于 我 们 如 何在 大 量 实 验资 料 和 
数据 而 前 尽快 地 解 出 最 值 估 计 值 及 其 不 确定 度 。 此 外 ,“ 最 小 二 乘法 "还 将 
为 进一步 学 习 方 差分 析 、 曲 线 拟 合 , 变量 籍 禾 、 多 元 回归 、 数 字 束 波 以 及 数 
理 统 计 等 方 而 的 理论 打下 基础 。 
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一 、 测 量 方程 与 残余 误差 方程 
为 了 确定 i 个 不 可 直接 测量 的 未 知 量 六! ，X，…， 汪 , 的 情 计 其 zi， 
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co 对 与 这 上 全 未 知 量 有 跑 数 关系 的 直接 测量 量 Y 进行 ?次 调 量 ， 
Y= A 
YY 一 (1 (8_1) 
一 
(8-1) 式 称 为 理论 方程 式 。 为 了 提高 测量 的 精度 , 减 小 随机 误差 对 测量 结果 
的 影响 , 充分 利用 随机 浊 差 的 抵偿 性 , 一 般 要 求 x>1， 邮 理论 方程 的 个 数 太 
于 术 知 量 的 个 数 。 
若 以 yy, 作为 直接 测量 胡 关 ,YY ，… ,的 估计 量 , 则 相应 
的 测量 方程 式 为 
名 十 Cr 
fon Fs | (8.2) 
po = fT Kar i} 
介 于 测量 方程 式 的 个 数 大 于 未 知 量 的 个 数 . 因而 不 能 由 式 (8-2) 直接 求 出 未 
知 量 关 ,外 ， ,的 佑 计量， x;，…，,z,。 在 这 种 情况 下 , 如 何 出 测量 
数据 is，*…， 获得 最 可 信赖 的 结果 ?这 一 问题 只 能 由 “最 小 二 乘法 ”也 
以 解决 。 
显然 , 测量 数据 ,i ，… ,4 的 残余 误 莽 应 为 


Ul 一 i | 
,二 i 一 Ya 
7 *| (8-3) 
w= 一 
好 
DI 一 i 一 六 Cl， Tet "yy Ti) 
Ue i — felxs Kar "ry Ty (8_4) 


vw 一直 一 六 Care 
式 (8-4) 称 为 残余 误差 方程 式 , 也 可 称 为 误差 方程 式 (简称 为 残 差 方程 式 ) 。 
二 、 最 小 二 乘法 原理 


车 测量 数据 4 [:，…, 4 的 测量 误差 是 无 偏 的 ( 即 排除 了 测量 的 系统 
误差 }, 相互 独立 的 ， 且 服 从 正 态 分 布 , 即 
6, = i,— Lo, (i = 1,2,., #) 
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无 偏 , 相 开 独立 , 且 
NO 2 
式 中 : o.- 一 - 测 车 误差 $5 的 标准 误差 
L,， 一 直接 测量 量 Y, 的 真 值 。 
那么 , 各 测量 数据 二 ,ts ，…, i 出现 于 相应 真 值 附近 d81，d8: ，…，d5, 区 
域内 的 概率 分 别 为 


则 依 概 率 的 乘法 定理 可 知 , 各 测量 数据 tl; ， ,7 同时 出 现 于 相应 真 什 
附近 d8, ，d5; ，…， dB, 区 域内 的 概率 应 为 
P= PP,-…b, 
1 

(LM) GI gs 
根据 概率 论 的 极 大 似 然 原理 , 由 于 测量 值 4; ，… ,7 事实 上 已 经 同时 出 
现 , 故 有 理由 认为 这 ?个 测量 值 同 时 出 现 于 相应 区 间 d3 ，d$ ，"…，d$, 内 
的 概率 了 应 取得 最 大 值 。 而 欲 使 取得 最 大 值 ， 则 应 有 


号 全 二。 -十 呈 =mmn (8-5) 


寺 到 只 
e 903 


由 于 真 值 的 不 谨 知 性 ， 导致 各 个 (4 一 1， 2 刘 的 外 可知， 因此 式 (8- 
应 以 残余 误 善 的 形式 给 出 ， 即 


这 


号 + Ft" + 芋 二 min (8-6) 


引信 人 权 号 ;由 芭 一 立 (I= 1，2，…， 7) 上 及 式 (8-6) 羡 得 


i 十 Ww 本 十 一 十 wv 二 min (8-7) 
在 等 精度 测量 中 , 有 
罗 1 一 We 一 一双 
则 式 (8-7) 转 化 为 
斑 十 如 十 十 态 二 min (8-8) 


由 式 (8-7) 和 式 (8-8) 可 知 , 测量 结果 的 最 亲信 和 赖 值 应 在 残余 误差 平方 
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和 (在 不 等 精度 测量 中 应 为 加 权 残 余 误 差 平 方 和 ) 为 最 小 的 条 件 下 求 出 , 这 
就 是 最 小 二 玩法 原理 ， 

事实 上 , 按 最 小 二 乘 条 件 给 出 最 终结 时 充分 地 利用 了 随 宙 误差 的 抵偿 
作用 ,可 以 有 效 地 减 小 随机 误差 的 影响 , 因而 所 得 结果 具有 最 可 信 积 性 。 

虽然 , 上 述 最 小 二 乘法 原理 是 在 测量 误差 是 无 侦 、 相 互 独立 、 且 服 从 正 
态 分 布 的 条 件 下 导出 的 , 但 最 小 二 乘法 原理 并 不 仅 适 用 于 这 些 条 件 ， 在 不 
严格 服从 正 态 分 布 的 情况 下 也 和 党 被 使 用 。 

一 般 地 , 最 小 二 乘法 可 以 用 于 线性 参数 的 处 理 , 也 可 以 用 于 非 线 性 参 
数 的 处 理 。 由 于 测量 的 实际 问题 中 大 量 的 是 线性 参数 ， 而 非 线性 参数 常 借 
助 于 级 数 展开 的 方法 在 茶 一 区 域内 近似 她 转化 为 线性 形式 。 因此, 线性 参 
数 的 最 小 二 乘法 处 理 是 最 小 二 乘法 理论 所 研究 的 基本 内 容 。 

一 般 地 , 线性 函数 的 数学 模型 为 

Y= f(X, 4a) 
那么 , 线性 函数 的 测量 方程 为 
Yi = anXl + an + + arX, 
Ys = a Xl 二 ao Ny 十 … 十 qaX, 
: (8-9) 
Yh = aX tan Xz 二 an 
其 相应 的 估计 量 为 
二 rs 二 十 qr 
Yr = Gaz dazTs 十 后 十 er 
, (8-10) 
3 = Tl ona 二 二 aT 
相应 的 残余 误差 方程 为 
rr) 
Te - ls — y= i ~ haaTi a ct" grr) C8-11) 
t= a 二) 

线性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 借助 于 和 卸 阵 这 一 工具 讨论 将 有 许多 方便 之 
处 。 下 面 给 出 最 小 二 匀 法 原理 的 矩阵 形式 。 

设 询 向 量 
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和 nnXi 阶 矩阵 (n 守 站 
fa ds tir 
Hol [F Ha 
筷 二 
式 中 各 算 阵 元 素 为 
wr， 一 -个 测量 数据 的 残余 误差 ; 
rw 一 个 待 求 量 的 估计 量 ; 
[4 n 个 测量 数据 ; 


dl dr Mia 个 残余 误 善 方程 的 nxt 个 系数 。 


则 线性 参数 的 残余 误差 方程 式 (8-11) 可 表示 为 


而 h Ul le da) {x 
wl| i Ur dgz dar | | x 
v fs dn tn dd hte i 
即 
V = 上 L 一 A 间 
等 精度 测 且 时， 残余 误差 平方 和 最 小 这 一 条 件 的 矩阵 形式 为 
Ul 
CU ws TY 2 = 各 jn 
Un 
即 
YY = min 
或 


(L 一 自首) 一 自首 ) = mi 
而 不 等 精度 洗 量 时 ， 最 小 二 乘法 原理 的 抢 阵 形式 为 
VYTWY = min 
或 
(L—AR)TWEL—AR) = min 
式 中 的 好 为 # Xi# 阶 权 短 阵 。 


(8-12) 


(8-13) 


(8-14) 


(8-15) 


(8-16) 
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0 0 0 
wn 0 0 i 
0 w 0| 10 瑟 0 
斌 ' 一 一 | fs 
性 站 


0 0 5 

式 中 ,w= 所 ,好 一 所， t= 和 分 别 为 测量 数据 及 ， 刀 、…， 1， 的 权 ， 
J : 为 单位 权 方 差 ; 可 oi 罗汉 oi 分 别 为 测量 数据 二， ls We 的 方差 。 

线性 参数 不 等 精度 测量 的 残余 误差 方程 还 可 以 转化 为 等 精度 形式 ,从 
而 可 以 按 等 精度 测量 的 最 小 二 乘法 来 处 理 。 

若 不 等 精度 测量 数据 ts iz， ss i 的 权 分 别 为 TOL TO 将 不 
等 精度 测量 的 残余 误差 方程 式 (8-11) 两 端 同 瑟 以 相应 的 权 的 平方 根 , 使 其 
单位 检 化 ， 得 


WU = vo (anv ey WT 二 ) 
vay 一 一 (Vi 二 Var 十 


,Le Can VW + a VWs Td VO 
令 
v1 二 WI Vi WV 二 ens 
Hh, lh hl Vs 
a 一 av ds = tay Wo a a a = a Toe 
于 是 , 不 等 精度 测量 的 残余 误差 方程 转化 为 等 精度 测量 的 残余 误差 方程 的 
形式 
= ar tar ar,) 
w=le {arr Tar ar,) 
f (8-17) 
一 上 一 《at 十 az tat) | 
方程 .8-17) 各 式 已 具有 相同 的 权 , 与 等 精度 测量 的 残余 误差 方程 (8-11) 形 
式 一 致 ， 则 可 按 等 精度 测量 数据 处 理 的 方法 来 处 理 。 
设 有 nnX1 阶 矩 阵 ( 列 向 量 》 
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和 zxt 阶 矩阵 


了 了 时 了 
Hl 上 to 


于 是 ,线性 参数 不 等 精度 测量 的 残余 误差 方程 的 矩阵 形式 为 


VL —A'X (8-18) 
此 时 ， 最 小 二 乘法 条 件 用 和 失 阵 形式 可 表示 为 
YY = mn (8-19) 
或 
(LANITOL 一 A 总) = mu (8-20) 
第 二 节 正规 方程 


为 了 获得 更 可 靠 的 结果 , 测量 次 数 n 总 要 多 于 未 知 参 数 的 个 数 :1, 即 所 
得 残余 误差 方程 的 个 数 总 要 多 于 未 知 参数 的 个 数 , 故 直接 用 一 般 解 代数 方 
程 的 方法 是 无 法 解 得 这 些 未 知 参 数 的 。 而 按 最 小 二 乘法 条 件 则 可 以 将 残余 
误差 方程 转化 为 有 确定 解 的 代数 方程 组 (其 方程 的 个 数 正 好 等 于 未 知 参 数 
的 个 数 )， 从 而 可 求解 遇 这 些 未 知 参数 。 这 个 有 确定 解 的 代数 方程 组 称 为 最 
小 二 乘法 的 正规 方程 (或 称 为 法 方程 )。 

线性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 的 程序 可 以 归纳 为 : 中 很 据 具 体 的 测量 问 
题 列 出 残余 误差 方程 ; 四 按 最 小 二 乘法 原理 ， 用 求 极 值 的 方法 将 残余 误 状 
方程 转化 为 正规 方程 ; 昌 用 解 线 性 方程 组 的 方法 求解 正规 方程 ,得 到 待 求 
参数 的 估计 其 ; 全 给 出 不 确定 度 估计 。 

对 于 非 线性 参数 ,可 借助 于 级 数 展开 的 方法 在 某 一 区 域内 近似 地 将 其 
线性 化 , 然后 按 线性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 的 程序 去 处 理 。 显 然 ， 建 立正 
规 方程 是 待 求 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 基本 环节 ， 


一 、 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 来 法 处 理 的 正规 方程 
线性 参数 的 残余 误差 方程 为 
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让 二 站 一 (atrl 十 Class 十 和 | 


TU = ts 一 (gst tl 二 qoa Ts 十 … 十 dak ) 


(8-21) 


w= ,aad tas 十 和 | 
在 等 精 庆 测量 中 , 最 小 二 乘法 原理 为 式 (8-8) ， 即 
Ya 二 研 十 左 十 路 十 二 min 
现在 讨论 如 何 才能 满足 这 一 条 件 。 
为 求 上 式 的 个 计量 x; ，xs， ,zx,， 可 采用 多 元 背 数 求 极 值 的 方法 来 满 
是 式 (8-8)。 
为 此 , 将 残余 误差 的 平方 和 分 别 对 x ，z; ，…， 求 偏 导 数 , 并 令 其 等 
于 零 。 为 简化 表达 式 ， 不 妨 令 
2 = 了 = 十 三 寺 十 
于 是 有 
兰 =- 2an[i 一 (ai 十 zrs 十 久 十 arr)] 一 


2a2 [ls 一 《eaxi 十 aas + 十 as 一 
2 一 (aa care + t+ amc) 


一 一 了 ya 一 (Daa 十 Daas 十 和 十 Dana) 
二 1] r=1 11 


L 


如一- 2 Yes 一 [Dasan 十 Yad 十 … 十 Dasaz,) 
Ta bl 1=1 4 一 上 4 一 1 


总 一 2 Be 一 (六 won 十 Saar 十 十 So)| 
了 ,=1 i=1 = 1 1 


= 0 
上 列 和 式 的 二 阶 人 篇 导数 恒 正 , 即 

Ee 一 2 0 
2 2 Ya > 0 


二 
Ors 
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由 此 可 知 ,残余 误差 的 平方 和 2Z 一 > 可 二 可 十 磁 十 十 的 极 小 值 存在 。 
而 出 一 阶 信 导 数 等 于 零 所 构成 的 线性 方程 组 为 


2 一 
Da 十 Saar 十 十 DY aa, 一 了 au L, 
1 1 | i—l :=| 

如 nn Ht 9 
2 一 
ai 十 了 > 0 十 … 十 Saar 一 了 ao 
3 一] 3 一 1 t= + 一 上 


(8-22) 


了 十 DV aaar 十 … 十 了 一 au 
线性 方程 组 (8-22) 称 为 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 ， 
这 是 一 个 元 线性 方程 组 ,在 其 系数 行列 式 不 等 于 零 时 ,有 惟一 确定 的 解 。 
这 一 确定 的 解 满足 最 小 二 羔 法 原理 式 (8-8)。 因 而 , 这 一 确定 的 解 是 未 知 参 
数 的 最 佳 估 计量 ， 
线性 方程 组 (38-22) 在 形式 上 有 如 下 特征 ， 


@ 语 方程 组 主 对 角 线 上 分 布 的 平方 项 的 系数 yo 0) 一 1， 2，…, 1 都 
是 正 数 ; 
全 以 主 对 角 线 为 轴 对 称 分 布 的 项 的 系数 相等 ,如 Due = Deane 。 


现 将 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 起 (8- 22) 转 化 为 
矩阵 形式 ， 
将 正规 方程 组 的 第 + 个 方程 


anal 十 yaosn 十 … 十 Yaar, 一 Dast, 
:=] 4 一】 1=1 1 二 上 
变化 为 
an 一 (Daasn 十 > areazs 十 … 十 Daa) 
:=| rl 1 一 上 3 一 1 


一 《et Tals 十 十 Get 一 人 Girl aaruzrit 十 4eeslz) 一 
(qa | Gora Ts TT Ard ) ~ — (aa 十 askarry 十 "十 
dr te) 

= 全 [让 一 《an 天 十 bz tar) a lh — (anx + gers + 
aax) + aw [hs — Gan Gra + + ri)] 
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一 a 二 dv 二" 十 QUY, 二 0 


其 中 r=]; 2, ,to 
由 此 , 正规 方程 组 可 写 为 
auv 二 eat 上 一 ta 0 
ED 二 das Va 二 "二 dg Us -| (8_23) 
dy 十 aargz 十 全 十 am 一 站 | 
于 是 ,有 如 下 矩阵 形式 
Ul Hal on | wi 1 0 
Wiz Kae C4 0 
la aa dr | A 0 
吧 
AV=0 (8-24) 


这 就 是 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 式 的 年 阵 形式 。 由 
于 


V=L 上 LAX 
所 以 正规 方程 又 可 表示 为 
ATL 一 ATA 业 二 0 
即 
让 
(ATA) 名 二 ATL (8-25) 
着 信 
C= A'A 
则 正规 方程 又 可 表示 为 
C= A (8-26) 


若 么 的 秩 是 +， 则 矩阵 C 是 满 秩 的 ， 且 其 行列 式 |C' 尖 0。 那 么 , 龟 必 定 有 惟 
一 解 。 此 时 用 C-! 左 乘 正规 方程 的 两 边 , 即 可 得 正规 方程 解 的 表达 式 


锡 =C-iaTL (8-27) 
所 得 解 各 的 数学 期 望 为 
甩 ( 语 ) = E(C-4TEL) = CTATECD) = CAY = CATXA=X 
式 中 ,Y, 蕊 均 为 列 向 量 , 了 是 axX1l 阶 矩阵 , 蕊 是 :上 X1 阶 矩阵 
f， 总 
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竹 阵 死 素 YY, YY,， i 了 ， 为 直接 测量 量 的 真 值 ， 第 阵 元 喜 Xl1, 大， sry 入， 
为 待 求 的 间接 测量 量 的 真 值 。 由 此 可 见 文 是 对 的 无 候 估 计量 。 

[ 例 8-1】 在 不 同 温度 下 测定 钢 棒 的 长 度 如 表 8-1， 试 估计 0'C 时 的 铅 
棒 长 度 w 和 铜 的 线 膨胀 系数 a。 


: 2 } 1 5 6 
fe 了 20 3 裕 15 
i 2 O00. 72 2 00. 80 2 001 07 2 001. 18 2 801. 60 
解 : 测量 铜 棒 长 度 的 数学 模型 是 
y= tl 二 oat) 
由 此 列 出 测量 方程 
$= wa) t= 1, 2, ,6) 
可 得 残余 误 益 方程 


让 二 二 一 如 人 十 时 (一 1]，2， “bb) 
式 中 : i， 一 -在 温度 i, 下 铜 棒 长 度 的 测量 值 ; 
铀 的 线 鹏 账 系数 。 


他 


让 二 一 46 十 所) 0 一 1， 2 6) 
为 了 方便 计算 ,将 数据 列表 如 表 8-2。 
表 8-2 


上 f, :mm DEC mm) 
~ 2 OU, 3 | 20 O03, 6 

2 2 OY. ?2 40 D14. 4 

3 2 D000. 80 S50 020.0 

+ 2 001.07 BD 032,1 

5 2 O01. 48 B80 059, 2 


2 001, 80 的 072.0 


12 006.03 340 201.3 


根据 残余 误差 方程 , 按 式 (8-22) 写 出 正规 方 各 
6 站 
zi 十 > 地 一 了 


ya 十 D7 = Ya, 
将 表 中 计算 出 的 正规 方程 的 系数 和 常数 代 人 正规 方程 , 则 有 


第 8 全 线性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 


6a 十 1708 = 12 006,03 | 
170a 十 5 6505 一 340 201. 3 


解 之 得 
人 一 1 999. 97mm 
b= 0.036 54mm/ C 
好 Y=1 999,97mm 
Eb 0.03654_ 
a 1 0909 07 0.000 018 3/ °C 


车 按 算 阵 形式 计算 , 则 有 


t 
‘1 6 170 
5 一 一 ) 
170 5 650 


[i :=] 
C1 | 1.13 一心. | 
“0.034 0.0012 


于 是 可 得 


X=c"ar= (= ( 


1.13 —0. 全 006, =- ( 999, ,| 


一 0.034 0,0012)\340 201.3) ‘0,036 54 
所 以 

2 一 1 999. 97mm 

b= 0. 036 Stmm/C 
即 加 一 1 3999. 97mm 


五 0.03654 
a = = 000 018 3/ 


因此 ， 钢 棒 长 度 y 随 温 并 :的 线性 变化 的 规律 为 
y= 1 999.97X {lt0,000 018 31/C mm 


二 、 不 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 来 法 处 理 的 正规 方程 


不 等 精度 测量 时 线性 参数 的 残余 误差 方程 仍然 是 式 (8-11), 不 同 之 处 
在 于 进行 不 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 时 , 要 取 如 权 残 余 误 差 平 
方 和 为 最 小 , 即 
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十 区 十 十 wy? 二 min 
为 简化 表达 式 , 不 妨 令 
Z= Vw 二 色 久 十 wo 代 十 十 vi 
将 加 权 残 余 误 差 的 平方 和 Z 分 别 对 zi， rm，…， zz 求 偏 导数， 并 令 其 等 于 
零 ， 即 


32 _。 
OX 
32 -~ 
zs 0 
a 
3 =0 
上 列 各 式 的 二 阶 偏 导 数 恒 正 ， 即 
2 n 
2D wi > 
Ld 
2 5 oo >0 


CA 
Bz 22 swan >0 


由 此 可 知 ， 加 权 残 余 误差 的 平方 和 Z= > 负 二 tl 研 十 如 镑 十 十 
wv 的 极 小 秆 存在。 而 由 一 阶 入 导数 等 于 零 所 构成 的 线性 方程 组 为 
Dain +t Pranarit™ + Diwanar, = Duant 


2 一 
Diwan 十 Dwasz, 十 机 十 Sig aa, yas i, 
t=1 1 一 4 t=1 4 一] 


Yarann 十 Vwiananz, 十 "… 十 Dna, = Slant, 
(8-28) 
线性 方程 组 (8- 28) 称 为 不 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 
方程 。 这 是 一 个 1 元 线性 方程 组 , 在 其 系数 行列 式 不 等 于 零 时 , 有 惟一 确定 
的 解 。 这 一 确定 的 解 满足 最 小 二 乘法 原理 式 (8-7)， 是 未 知 参数 的 最 佳 佑 计 
量 ， 


212 * 


第 8 章 线性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 
线 件 上 方程 组 (8-28) 在 形式 上 有 如 下 特征 : 


四 沿 方程 组 主 对 角 线 上 分 布 的 项 的 系数 3 wa ( = 1， 2，…， 人 都 是 
止 数 ，; 


@ 以 主 对 角 线 为 加 对 称 分 布 的 项 的 系数 相等 ， 如 Dj wauaa 一 
Pas 


若 不 等 精度 测量 数据 如， ，*…， 1, 的 权 分 别 为 ww ， rez ，…，w,， 将 不 
等 精度 测量 的 正规 方程 式 (8-28) 单 位 权 化 ， 即 令 

a = Wade (2 2 

二 vi 


7 一 ]， 2， 机 | 
于 是 , 不 等 精度 测量 的 正规 方程 式 (8-28) 转 化 为 


NH El mn nr 

入 站 站 站 
>» | 十 >», tt 十 十 > de >, dnd, 
‘=1 上 一 | 1 一 ] 3 一 ] 


nm n ™ 

1 ta rr 
Dy ad 十 az 十 十 》 ee 一 
t= :=1 一 1 


> ae 下 
:=] 名 (8-29) 


: 
nN 由 1 用 
La 7 间 4 
Daairit aasratet PD afr= Ya 
i™l 1 一】 17 1 r=1 


显然 , 正规 方程 式 (8-29) 在 形式 上 与 等 精度 测量 的 正规 方程 式 (8-22) 
完全 一 样 。 把 不 等 精度 测量 的 正规 方程 (8-28) 各 式 分 别 展开 , 整理 后 可 得 
与 式 (8-23) 类 似 的 结果 


TA 十 Waslte ] 


on" + tad sl Un 一 0 
Wi an vl 二 Tra ta 1 


| wma 村 ted Us 二 人 0 


| 


Var 十 Was 十 呈 十 dav 二 少 
于 是 ， 有 如 下 矩阵 形式 


dal da | | 0 0 hh 0 
Rr de 他 内 0 Tp 0 Ve 0 
dl da 本 0 0 Tn | On 0 
即 


A™WY=0 


(8-30) 
这 就 是 不 等 精度 测量 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 式 的 矩阵 形式 。 
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由 于 
V=L—A% 
所 以 式 (8-30) 又 可 表示 为 
A™W(L A) 一 0 


即 
AT™WA % = A™WL C8-31) 
该 方程 式 (8-31) 的 解 ， 即 不 等 精度 测量 线性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 为 
入 = AWA AAWL (8-32) 
车 令 
C = 414 = 44 
则 
文 = CATWL (8-33) 
所 得 解 省 的 数学 期 望 为 
FEC) = EECCATWL) = CATWECL) = CC" 1A'™WY 
二 C'-ATWXA = 了 
由 此 可 见 和 是 芷 的 无 偏 估计 量 。 
【 例 8-2]】 已 知 测量 方程 
和 一 区 十 
Y= Lr 十 I: 
3 一定 i 二 Zr 
34 = 2ri 十 27s 
对 %(=1，2，3，4) 的 测量 数据 及 其 相应 的 标准 善 分 别 为 
1 = 3.538 5 = 0.003 
bh 一 6.055 ss = 0.003 
ls = 4,547 $1 = 0.002 
4 = 7.070 $1 = 0.002 


试 求 x1，xz; 的 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 的 解 。 
解 : 首先 给 出 测量 的 残余 误差 方程 
v= 一 (ri 二 zr) 
化 一 下 一 (zl 十 .re》 
由 一 贞 一 (zi 十 2zrz) 
到 一 上 一 (2 十 2x3) 
然后 确定 各 式 的 权 
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， ， _ 1,.1.1 
TH Te Tu 了 
$1 他 34 色 


1 ,，_ 1 ,1 ,1 
O.00% 0.0037 0.0027 0,002: 


一 4:4:929 


肥 世 二 4, tw 二 4, we 二 9， tw 二 9， 
将 残余 误差 方程 的 系数 、 测 量 数据 及 其 相应 的 权 记 和 人 表 8-3 中 ， 
这 8-3 


40, 923 


81. 846 


127,260 | 127.260 


230, 775 | 247.478 


将 计算 结果 代入 正规 方 得 
Dias 十 Swanaer 一 yaa， 上 


严 日 ro 
2 

Tea 十 Das rs 一 as 吉 

1 1 一 ] 4 一 ] 


于 是 
65x3 一 66xy， 一 230.775 
66.r 十 B80z, 一 247. | 
解 之 , 得 不 等 精度 测量 最 小 二 乘法 处 理 结 果 
TX! = 2. 522 
Xs = 1, na] 
三 、 非 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 
一 般 情 况 下 , 车 测量 方程 
Y= FAX, Rss, KX,) 
为 非 族 性 聊 数 ， 则 满 量 的 残余 误差 方程 
二 i Tt) 
wy fr Tas rs i) 


(8-34) 


w= y= fr Xa es Ti) 
是 非 线 性 方程 组 。 在 非 线 性 参数 最 小 二 葬 法 处 理 中 , 直接 由 式 (8-34} 建 立 
正规 方程 并 求解 是 十 分 困难 的 。 
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解决 这 类 问题 , 一般 采取 线性 化 的 方法 , 将 非 线性 函数 转化 为 线性 函 
数 ， 百 按 线性 参数 最 小 二 乘法 处 理 的 方法 进行 处 理 ， 
为 此 , 取 rn， xs …， zn 为 符 居 计量 x， ，… ,xz 的 近似 值 , 于 是 舍 
计 旱 x， x … x 则 可 表示 为 
Tl 于 Tw 十 总 


Xs 王 Xn 十 名 
局 


(8-35) 


zi 二 Xn 十 人 | 
式 中 : 引 ,B@，"，, .~… 估 计量 与 所 取 近 似 值 的 偏差 。 
因此 , 只 须 求 得 偏差 训 ， 训 ，…，, 即 可 由 式 (8-35) 获 得 佑 计量 xz， 
os ry Fs 
现 将 非 线 性 函数 在 zio，zwo，…， zw 处 展开 , 取 一 次 项 , 则 有 
f= fr re) 


= f(x Tw ,十 { 这 )a+[( 过 ) (8 


Br 
Ct 一 1 ， 2， ey ny (8-36) 
式 中 ，( 3] 一 函数 f. 对 zz, 的 含 导数 在 zu ，ro， …，xa 处 的 值 ，r 1， 
2， “es Fo 


将 展开 式 (8-36) 代 人 残余 误差 方程 (8-34), 并 令 


1 二 L, — f(r Ta "+ TI) 


“8 
则 残余 误差 方程 (8-34) 转 化 为 线性 方程 组 
入 二 人 一 (au 人 十 qs 况 十 二 a,) 
fan Tawmds te Fao) (8-37) 
一 上 一 (Rn 人 十 qn 名 十 … 十 6,) 
于 是, 就 可 以 按 线 性 参数 的 情形 列 出 正规 方程 并 解 出 6.Cr=1, 2,,…， 2)， 
进而 按 式 (8-35) 求 得 相应 的 信 计 量 x, (r=1, 2, …'， 1)。 
当然 , 为 获得 线性 化 的 结果 ， 函数 的 展开 式 只 取 一 次 项 而 舍 去 了 二 次 
以 上 的 高 次 项 , 严格 地 讲 , 由 此 给 出 的 估计 量 是 近似 的 。 不 过 , 这样 的 结果 
已 能 满足 实际 的 要 求 了 , 因为 只 要 所 取 近 似 值 x,, 的 偏差 8, 相对 于 所 研究 的 
问题 而 言 足够 小 , 则 二 次 以 主 的 高 次 项 的 值 甚 徽 , 可 以 忽略 不 计 。 因 此 ， 在 
对 某 一 非 线性 参数 作 线 性 化 处 理 时 ,估计 车 近 似 值 的 选取 应 有 相应 的 精度 


216 二 一 一 一 
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要 将 函数 展开 , 必须 先 确定 未 知 数 的 近似 值 ， 其 方法 可 以 是 ， 
《1) 直接 测量 
对 未 知 量 rr 一 1，2，…， 四 进行 直接 测量 , 所 得 结果 可 作为 其 近似 


(2) 通过 部 分 方程 式 进行 计算 

从 残余 误差 方程 中 选取 最 简单 的 :个 方程 , 采用 近似 的 求解 方法 , 如 令 
vw 一 0, 于 是 可 以 得 到 一 个 :元 齐 次 线性 方程 组 , 并 由 此 解 得 ro ,xa …， 
xw， 即 为 未 知 数 的 近似 值 。 至 于 采用 哪 种 方法 , 应 视 具 体 情 况 而 定 。 

根据 以 上 讨论 可 知 , 各 种 情况 (等 精度 与 不 等 精度 ,线性 与 非 线 人 性) 下 
的 最 小 二 冬 法 处 理 ， 最 后 都 可 归结 为 等 精度 线性 参数 的 最 小 二 乘法 处 理 。 


四 、 了 最 小 二 乘 原理 与 算术 平均 值 原理 的 关系 


为 了 确定 一 个 未 知 量 站 的 佑 计量 zx， 对 其 进行 n 次 直接 测量 , 可 得 
个 测量 数据 
站 


其 相应 的 权 分 别 为 
TL Th 
则 测量 的 残余 误差 方程 为 
UU 一 bi | 
Ur 二 一 x 
， (8-38) 
vw 二 上 | 
其 最 小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 为 
了 rd 和 Ye (8-39) 
由 残余 误差 方程 ‘83-38) 可 知 ta 一 1 一 ]， 2， te nn),， 则 有 
ywz 一 Vl 
于 是 可 得 最 小 二 系 法 处 理 的 结果 
_ wt _ TI + wi 十 十 wi 
工 二 二 一 一 一 一 一 8-40) 
» 1 十 wos 十 二 十 ww 
Th 


式 (8-40) 正 好 与 不 等 精度 测量 的 加 权 算术 平均 值 原理 一 致 ， 
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对 于 等 精度 测量 , 由 于 


二 


则 等 精度 测 基 最 小 二 线 法 处 理 的 结果 为 


i 
Twat 二 wots tT os, i 二 十 十 以 7? 2 
Ta 十 ms 二 十 me n 


(8-41) 
式 (8-41) 正 好 与 等 精度 测量 的 算术 平均 值 原理 一 致 ， 
由 此 可 见 , 最 小 二 乘法 原理 与 算术 平均 值 原理 是 一 致 的 , 算术 平均 值 
原理 可 看 成 最 小 二 乘法 原理 的 特例 。 
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对 测量 数据 的 最 小 二 乘法 处 理 的 最 终结 果 , 不 仅 要 给 出 未 知 参数 的 最 
可 信赖 的 估计 量 ， 而 且 还 要 确定 其 可 信赖 的 程度 , 即 还 须 对 所 得 到 的 估计 
量 进 行 不 确定 度 评定 。 


一 、 测 量 数据 的 不 确定 度 评定 


为 了 评定 最 水 二 乘 估计 量 zi ，xs，…，, xz, 的 不 确定 度 , 首先 必须 对 直接 
测量 所 得 的 测量 数据 ti ， 2，…, i 进行 不 确定 度 估计 。 一 般 地 , 测量 数据 
的 不 确定 度 应 以 标准 差 s 来 表示 , 但 由 于 标准 差 e 的 真 值 无 法 求 得 , 因而 只 
能 以 有 限 次 的 直接 测量 所 得 到 的 测量 数据 1 ，!: ，…，, 上 的 实验 标准 差 s 作 
为 标准 差 a 的 估计 值 。 故 测量 数据 的 不 确定 度 评定 , 实质 上 就 是 求 出 测量 
数据 4 ，，…, 4 的 实验 标准 差 ;。 

1， 等 精度 测量 数据 的 不 确定 度 评定 

设 对 包含 上 个 未 知 量 的 = 个 线性 参数 方程 组 (8-9) 进 行 二 次 独立 的 等 精 
度 测 量 , 得 到 了 个 测量 数据 ,4 ，…, i,。 其 相应 的 油 基 误差 分 别 为 久 ， 
全 是 相互 独立 的 随机 误差 。 由 于 一 般 情况 下 真 
误差 8 ,， 中，…， 5, 是 不 可 知 的 , 我 们 只 能 由 残余 误差 v1 ， ww，…， vw, 给 出 
实验 方差 来 售 计 方差 5 。 


[a Vly 
一 服从 自由 度 为 (4 一 的 光 分 布 ; 即 守 一 ~ 


2 
如 


可 以 证 明 , 随机 变量 三 


上 
[a 
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A (nO) 
根据 x 分布 的 性 质 , 有 
[Sv 
El| := 一 六 一 上 
pi 
由 此 可 得 
EE 2 一 


n 


显然, 若 取 方 差 的 估计 量 实验 方 六 
3 


2 
nD 


3 


则 实验 方差 5 不 是 方差 o 的 无 偏 估计 量 。 
由 于 


3 
g| 2 


Hn 二 


a ni 


故 到 方差 中 的 估计 量 实验 方差 


则 由 式 (8-43) 给 出 的 实验 方差 * 是 方差 的 无 偏 估计 量 。 
由 式 (8-437? 可 得 测量 数据 的 实验 标准 差 


【 例 8-3]】 设 有 如 下 等 精度 测量 残余 误差 方程 
如 一 10.08 一 (zl 十 好 )》 
va = 10.12— (zx 二 zx} 
vw = 10,02— (x zi) 
ww = 15,18— tz 二 Zz 二 xa) 
试 求 测量 数据 的 实验 标准 差 。 


‘8-42) 


(8-43) 


(8-44) 


解 : 由 所 给 残余 误差 方程 得 等 精度 测量 最 小 二 薪 法 处 理 的 正规 方程 应 


为 
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旧 可 1 Ey 
| 

Sadix, 十 anas ze 十 Dan ea 二 Yad 
:=| r= rl 1= 

机 而 i ™ 
Sasa t Pas + Dyasdar = 了 ae 
:=1 :1 t=} 1 

可 n n 给 
aaaudl 十 Dasazrs 十 Der = Dantl 
1 r=| 4 一 1 = 


为 计算 正规 方程 的 系数 和 常数 项 , 将 残余 误 益 方程 的 系数 和 测量 数据 
十 人 表 8-1 内 ,并 进行 计算 。 正 规 方程 的 系数 和 常数 项 为 相应 列 各 数 的 总 


和 。 


囊 8-4 


Bt | Bn | Orda | dr 


[9 


10. 02110. 02 


15. 18115. 18 


35. 39135, 28135. 32 


将 所 得 正规 方程 的 系数 和 常数 项 代 人 正规 方程 ， 则 可 得 
371 十 2rs 十 2x3s = 35, | 
2T1 十 3r: 二 2x3 二 35, 28 
271 十 2ry 十 3x 二 35, | 
解 之 ,得 估计 量 zx; 三 5. 10, z=5. 00, xa 一 5.04。 
将 它们 代 人 残余 误差 方程 , 于 是 可 得 残余 误差 
VW 一 一 由 02， vw =—0.02, vw =— 02 wu = 0.04 
那么 ,残余 误差 平方 和 


DD = 28 Xx 107 
将 残余 误差 平方 和 代入 式 (8-44}， 则 


Dr 
_/ Xi 
5 一 | 一 1 0. 053 
2. 不 等 精度 测量 数据 的 不 确定 度 评定 


不 等 精度 测 其 数据 的 不 确定 度 评定 与 等 精度 测量 数据 的 不 确定 度 评定 
相似 . 只 是 将 式 (8-43) 中 的 残余 误差 平方 和 蛮 成 加 权 残 余 误 差 平 方 和 , 则 
测量 数据 的 单位 权 方 差 的 无 偏 估 计 为 单位 权 实 验方 盖 
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yw 
了 一 一 一 《8-45) 
所 一 上 
故 测量 数据 的 实验 单位 权 标 准 差 为 
[aa 
隐 
5 一 | 二 (8-46) 
nt 


二 、 最 小 二 来 估计 量 的 不 确定 度 评定 


最 小 二 乘 估 计 法 所 确定 的 估计 量 zx ，rm，…，z 的 精度 取决 于 测量 数 
据 的 精度 和 线性 方程 组 所 决定 的 函数 关系 。 对 于 给 定 的 线性 方程 组 ， 若 已 
知 测量 数据 二， ii，…, i 的 实验 标准 差 ，, 即 可 进行 最 小 二 乘 佑 计量 的 不 确 


定 度 评定 。 
下 面 首先 讨论 等 精度 测量 时 最 小 二 乘 佑 计 基 的 不 确定 度 评定 ， 
设 有 正规 方程 


如 用 可 时 
2 

Pai 二 Danaarst 二 Paar, 一 Dant, 
4 一 1 :=1 1=} 1 

n 时 站 9 

2 一 

VY aga 十 Dy asx 十 … 十 Dy adr 一 >， ao 
4 一 ] t=1 Ci | 1 一 上 | 


Da, nt Daraamt™ + Dr = Pal, 

现 要 给 出 由 此 方程 所 确定 的 估计 量 zi， gay XZ, 的 不 确定 度 评定 。 为 此 ， 

利用 不 定 乘 数 法 求 出 m ，zm，…， zi 的 表达 式 ， 然 后 再 找 出 估计 量 mi， 

三，…，2 的 标准 差 与 测量 数据 2 , 产 ，…， 的 标准 差 之 间 的 关系 , 则 可 
得 到 佑 计量 不 确定 度 评 定 的 表达 式 。 

设 有 不 定 乘 数 duis dias rs dys dns des daus ys dys de “rs di 

( 共 iXt 个 ), 为 求 x ， 以 不 定 冬 数 di ， dts，…， di 分 别 去 乘 正 规 方程 的 第 

1 2 式 ,， 则 


di Dn td Dearden 二 tan Deaners = dn Dont 


1=] 


Ci y Getarl + di y， 8 十 "十 di Vasa = di Daat, 
41 一】 :=1 +™1 t=1 


dy DV avaa ri 十 而 avaara t+ "" Fd Yas, = du Va, 
i=l] + 一 】 1=1 + 一 1 
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将 上 述 方程 组 各 式 的 左右 两 边 分 别 相 加 得 
Wa, Vaan 十 Va, Yasar 十 … 十 Dy, aasz 
Fa, Tat, 
选择 不 定 乘 数 dius dss du 的 值 ， 使 之 满足 证 1 的 系数 为 1， 而 其 余 
各 工人 一 2， 3 站 的 系数 为 0D， 即 


Ya, Daa, 一 ] 
1 i 


Da, Pasa, —0 
-=1 


i™l1 


Vd, ave, 一 
r 一 上 4 一 ] 
则 


二 | 二 2 dr Da 


二 dl Dal 二 dis Saal 十 "nn 十 地， ya 
1=1 1=1 = 


t=1 
一 dna 二 daw 二 十 Gap 十 tdudza 十 ds G2 十 … + diaz} ts 十 
二 didn diran + *"* + dan ti, 


由 于 i, ls 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 而 且 测 量 是 等 精度 的 ， 于 
是 


和 二 二 
且 , 灵敏 系数 6 = (de dizast "+ da,) (i=1, 2, er, A) 
于 是 
二 十 看 攻 十 十 cs? 
= (duau Tdeas tt ada) s+ (duaat dart dan)is + 
"Cdnan + dizan + dian) 
= [Cduant dawt nt dua)! + Cdyan + da + 二 dany! + 
tduan 二 diargt "+ dor) J]s 
将 等 式 右 端 s 的 系数 展开 , 并 适当 地 合并 同类 项 , 充分 注意 到 不 定 乘 
数 dh diz，-…， 轿 的 选择 条 件 , 则 


1 3 
5 = ds 
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同 理 可 得 
$32 = dys 
505 = dy 下 
2 -一 2 
Sr di 


综 上 所 述 , 可 得 如 下 关于 不 定 乘 数 的 结果 ， 


dh Da + ds >》 ana 十 … 十 9 中， DV aa 一 | 
1 1 1 

di Daaan + de Da + +t Dana 一 个 
1 1 

di oa 十 所: Daas 十 四 十 起 Vas 二 0 
1 1 | 

da Das + dz Dy anes 十 Tdi 》 ana 二 0 
1 1 t 

Me asa + dee Da 二 "十 dy 2 era 三 1 四 
1 1 1 

da Dauan + dss Dauan 十 呈 十 dd Da = 0 
1 1 1 

da Da 十 dn Daaan 二 二 dr Daa 一 时 
1 1 

da DV aran 十 de Ds 十 山寺 十 di Daa, =D 四 
1 1 1 


dn Daas + dn Dn 十 2 十 好， 3 = 1 
1 ? T 


上 列 关 于 不 定 乘 数 do。(r，s* 一 1，2，…，, 四 的 线性 方程 组 的 系数 与 正规 
方程 的 系数 完全 胡同。 在 解 出 不 定 乘 数 dr, ;二 1, 2，…，, 癌 时 ， 可 利用 解 
正规 方程 的 中 间 结 果 , 极为 简便 。 

事实 上 ,我 们 只 项 有 方程 组 中 中 解 出 不 定 乘 数 dj,， 从 方程 组 他 中 人 解 出 
不 定 乘 数 &: ，…， 有 从 方程 组 人 中 解 出 不 定 乘 数 d, ， 即 可 估计 出 各 估计 重 
Xl， Xx， ZX 的 实验 方差 为 


2 2 
Sn = dl18 
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3 


Se = do 
$2, ds 
于 是 共 相 应 的 实验 标准 差 为 
Yr WA 3 
$72 一 dz 3 
St di 和 


式 中 ; » 测量 数据 fl {ss sy i 的 实验 标准 差 。 
对 于 不 等 精度 测量 ,与 等 精度 测量 的 情况 类 似 。 若 有 正规 方程 


月 且 m n 
2 

ro 十 了 Gas 十 十 Danar 一 Dj wa i 
!=1 4 一 上 r=1 + 二 1] 

n 可 具 型 

— 

了 十 Dwas x 十 和 十 DD) waranr, 一 ma 人 | 
= 1=1 1 三 ] 1 


4 一 ] 


Diwanannt Dwanaers + >wasr, = ra 
1 一 上 4 一 1 1™1 1—1 
求解 如 下 # 个 方程 组 


dr Dwadrt ds Darast + dy Dwanas 一 1 
r=1 


t 一 | t+ 一 1 


dd Swarran + dis Dwas 十 全 + dy wavan = 人 0 0 
141 一 i™l :=] 


妈 Vwaa, 十 dz auas 十 Fd Vas 一 1 
:=1 


r=] :=1 


tal Dy wad r+ da Dd wanas 二 二 da DY wea = 人 0 
t=] :=1 r=1 


dal > rasan 十 ce 了 十 "十 da 了 一 ] 加 
1 一 上 t=1 1=1 


da >》 wavan 二 dss PD) wauas 十 … 十 Ves —0 
‘= 
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ca 十 Dd wanazt "td > wanas = 0 
-1 :=1 :=1 


da Dasa, + ds DD 十 十 DD 一 昌 四 
‘=! 1=1 1=1 


dn Dy) wauan + de Dy wanag 十 十 di re 二 1 
r= r=| r—1 
得 到 dls da this 于 是 个 计量 TL Tor A 的 实验 标准 差 为 


$1 dt 


Ts Ey ds 


sr ds 
式 中 : s- 一 "不 等 精度 测量 数据 有, 1，…, 六 的 单位 权 实 验 标准 差 。 
利用 乞 阵 形式 可 以 更 方便 地 获得 上 述 结 果 。 设 有 协 方 差 矩 阵 (aXz 阶 
矩阵 ) 
Dy Di :7 Dl, 
Dla Diss * Dis, 


下 De 和 Di, 
= E(L— (CL 下 )! 
式 中 ; Di 一 一 4 的 方差 , Di 二 Et, 一 EI 一 El)=g: (一 1，2，…， 
ns 
Pi, 一 一 4, 与 的 协 方 差 ( 或 称 相 美 答 ) (G1, y=]; 2, ni 站} 
Di,=E(l— ENG ~ Epao, (j=1,2, m,n i) 
若 有 等 精度 独立 测量 数据 上 4，…， 刀 ， 则 
3 二 和 和 一 


且 相 关系 数 om =0 即 Di 一 0,， 则 有 


DL = 


于 是 佑 计量 的 协 方 差 为 
万 站 一 瑟 ( 训 一 下 证 )( 齐 一 下 意 T 
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= (ATA) IATE(L — EL)}(L— EL)TTOATA) 1A7]T 
= (ATA) 'A' DLACA A) 
= (A A) A A A 


= (A 人 A) 
和 矩阵 
ii cz dl 
(A7A)-' 一 人 人 “~ 人 
di de 四 d,, 


中 的 各 郊 素 为 不 定 乘 数 ， 可 由 矩阵 4" 4 求 斤 而 得 ， 也 可 用 解 方程 组 亿 , 四 ， 
…， 钙 的 方法 获得 
同 理 , 也 可 得 不 等 精度 测量 的 协 方差 矩阵 


DE = (az 


式 中 ; ,一 一 不 等 精度 测量 数据 ,Ls ，… ,4 的 单位 权 实 验 标准 差 ， 
算 泗 
dy de di 
CATWA)T = | 人 人 
da de di 


中 的 各 元 素 为 不 定 乘 数 ,可 由 答 阵 (47W4) 求 送 而 得 , 也 可 用 解 方程 组 引 ， 
地. …， 地 的 方法 获得 。 
【 例 8-4】 已 知 等 精度 测量 数据 的 实验 标准 差 为 :二 0, 04, 测量 数据 最 
小 二 乘法 处 理 的 正规 方程 为 
6zl 十 2zs 一 17.40 
221 十 zx: 一 6.32 
涝 给 出 最 小 二 乘法 估计 zi 与 z: 的 实验 标准 差 ， 
解 ; 设 不 定 乘 数 za ，cs， 由 所 给 正规 方程 得 出 关于 不 定 乘 数 dl， di 
的 方程 组 
fei 十 2d1s 一 | 
2dn td = 0 
解 得 dd, 二 0. 5。 
又 设 不 定 乘 数 di ， di， 由 所 给 正规 方程 得 出 关于 不 定 寄 数 1 ，dts 的 
方程 组 
Gada 十 2css = 0 
2da + drs = 1 
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解 得 do 一 3。 
于 是 , 最 小 二 乘法 估计 zx 与 x:; 的 实验 标准 差 
yl dns = V0. x 0.04= 0.03 
ss =vdns = 3 X0.04 = 0.07 
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在 精密 测试 工作 中 ,组合 测量 占有 十 分 重要 的 地 位 。 例 如 ， 作 为 标准 
量 的 多 面 棱 体 、 仪 表 庶 盐 、 电 容器 、 夸 码 以 及 其 他 标准 器 的 检定 等 ， 为 了 减 
小 随机 效应 对 测量 的 影响 , 提高 测量 准确 度 , 可 采用 组 合 测量 的 方法 。 

组 合 测量 是 通过 直接 测量 待 测 参数 的 估计 量 ( 一 般 采 用 等 精度 测量 )， 
然后 对 这 些 数 据 进行 处 理 ， 从 而 求 得 待 测 参 数 的 估计 量 ， 并 给 出 其 不 确定 
度 。 一 般 地 , 组 合 测量 数据 用 最 小 二 乘法 进行 处 理 , 这 是 最 小 二 先 法 在 精 
密 测 量 中 的 一 种 重要 应 用 ， 

现 以 检定 三 段 刻 线 间距 为 例 , 涪 明 组 合 测 量 的 数据 处 理 方 法 。 

如 图 8-1 所 示 , 要 求 检定 A,B, C, DD 间 的 距离 x， xa，, x;。 


图 8-1 图 8-2 


为 此 , 直接 测量 刻 线 间 距 的 各 种 组 合 量 ( 见 图 8-2), 得 到 如 下 测量 数据 ， 
i 二 1.0i5mm is = 0. 985mm ty = 1.020mm 
i = 2,016mm ls = 1,981mm fs 一 3.032mm 


按 式 (8-11) 列 出 残 差 方程 


V1 一 i 一 证 | 
vs = bs ~— Xs 
a by ~ 


Ua 一 再 一 人 十 这 } 
Vs 一 而 一 (Cry 十 23) 


ve = ts— (riz 十 3) 
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则 正规 方程 为 


n 好 mT 可 
Dy aan 十 了 es 十 Danaaz 一 Da 团 
1 一 1 r=1 1 一 上 + 一 上 
四 nm mn 用 
Saraaxr 十 Pasx, 十 DY) asi 一 了 
r=1 :=1 1 一 1 1 一 1 


Hn 入 n mr 

2 一 
ae 十 sd 十 六 一 了 
r=1 + 一 上 1 一 1 1 一 上 


将 残余 误差 方程 的 系数 和 测量 数据 填 人 表 8-5 内 ， 并 进行 计算 。 
表 8-5 


将 表 8-5 中 正规 方程 的 系数 与 常数 代 人 得 
371 十 27: 十 x 二 6.063 
271 十 4rs 十 2xs 二 8.014 
21 十 2rz 十 37y 一 6.033 
解 正规 方程 得 
一 1028mrm 
Xs = 0. 983mm 
1; 一 1.0t3mm 
这 就 是 刻 线 间距 AB，BC，CD 的 最 佳 估计 量 。 
接 下 来 先 求 测量 数据 的 实验 标准 差 ， 计算 残余 误差 
Ww 一 下 一 五 一 1015mm 一 1.028mm 一 一 站 013mm 
w= = 0. mm 0.983mm = 0. 002mm 
多 二 一 x = 1.020mm—1,0l3mm = 0,007mm 
二 一 二 xz) 一 2016mm 一 (1.028mm 十 0.983mmy = 0.005mm > 
w=b (rz) = 181mm— (0.983mm 1.013mm) =— 0.015mm 
w= 十 十 
= 3.032mm— (1.028mm+ 0. 983mm+ 1.013mm) = 0, 008mm 
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于 是 
>》 研一 这 十 姐 十 让 十 证 十 证 十 谍 
7 上 


一 (0.013: 十 0.00 守 十 0.007 十 0.0057 十 0.0]5 十 0.0087)mm’ 
= 0. 000 536mm’ 
由 于 测量 是 等 精度 的 , 因而 各 测量 数据 具有 相同 的 实验 标准 差 


2 
4 一 2 = rm = 0, 0]3mm 
再 求 估 计 景 2 ，x;， x 的 实验 标准 差 ， 设 不 定 乘 数 
di dy ds 
de ds dss 
da dss dss 
由 正规 方程 得 关于 不 定 乘 数 的 方程 组 
3du 十 2de 十 ds 一 上 
3d0 十 4d 十 2083 一 0 解 di 
dun+2dis+3ds 一 0 
3da 十 2do dt des = 0 
od 十 4do + 2dss = 1 解 ds， 
da 十 2dss 十 3dsa = 0 
3du 十 2do dss 一 0 
2d3 十 4da 2dss = 0 解 d;， 
ds 2dyx 3d 二 1 


解 得 
di = 0. 5 Gag 一 0. 5, das = 人 0,5 


所 以 全 计量 Fir Tis Ta 的 标准 不 确定 度 
ur) = 5 = sd = 0.013 Xv0. mm = 0.009mm 
Ur) = $s = sd = 0.013 Xv0. mm = 0. 009mm 


WX) = 3 = sydss = 0.013 x yO0. 5mm = 0,009mm 
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习题 作 


8-1 用 最 小 二 乘法 处 理 测量 数据 有 人 和 何 实 际 意义 ? 

8-2 ”残余 误差 方程 与 测量 方程 有 何 联系 与 差别 ? 

8-3 正规 方程 的 系数 与 残余 误差 方程 的 系数 有 何 关系 ” 

8-4 正规 方程 的 系数 有 何 特征” 

8-5 算术 平均 值 原理 和 加 权 算 术 平 均值 原理 与 最 小 一 乘法 原理 有 何 关系 ? 
8-6 已 知 测 量 方程 为 


3 一 了 
TT—2y= 0.0 | 
?7— 3y= 1,9| 
试 求 7,» 的 最 小 二 乘 估 计 及 其 不 确定 度 评 证 。 
8-7 测 得 电容 全 2.15kF, GC; 二 1.008pF 及 两 电容 的 并 联 值 C 一 C; = 二 3.12pF， 
试 求 两 电容 C ,Cs 的 最 小 二 羔 估 计 及 其 实验 标准 差 。 
8-8 已 知 测量 的 残余 误差 方程 为 
划一 1. 一 工 
全 一 4 一 .如 | 
ww = 21.2— x1— 1s | 
训 = 24. 4 x 2 
试用 最 小 二 乘法 确定 71，z, 的 最 性 估计 芷 及 其 实验 标准 差 ， 
8-9 已 知 测量 方程 为 


2— y= 1.35 
试 求 r，y 的 最 小 二 民居 计 及 其 不 诡 定 度 。 
8-10 已 知 测量 方程 为 


NT 


YT 


一 fl 十 二 十 了 


EE 
| 


相应 的 测量 数据 为 
ts = 1.02+0.02 
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下 二 = 0.98 十 0.04 
十 5 二 102 十 002 
十 土 呈 一 外 人士 由 
志士 一 1.98 二 站 ,总 这 
让 十 二 3.04 十 0.01 
武 用 最 小 二 切 法 确定 z,，r:，z: 的 最 佳 估计 基 及 其 实验 标准 差 。 
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第 一 节 基本 概念 


一 、 概 述 


前 儿童 所 讨论 的 内 容 , 其 目的 在 于 寻求 被 测量 的 最 佳 估计 值 及 其 不 确 
定 度 。 在 生产 和 科学 实验 中 , 还 有 另 一 类 问题 ， 即 测量 与 数据 处 理 的 目的 
并 不 在 于 被 测量 的 居 计 值 , 而 是 为 了 寻求 两 个 变量 或 多 个 变量 之 间 的 内 在 
关系 ， 这 就 是 本 章 所 要 解决 的 主要 问题 。 

表达 变量 之 间 关 系 的 方法 有 散 点 图 、 表格 、 曲线 、 数学 表达 式 等 ,其 中 
数学 表达 式 能 较 客观 地 反映 事物 的 内 在 规律 性 , 形式 紧 竣 ， 且 恒 于 从 理论 
上 作 进 一 步 分 析 贸 究 ， 对 认识 自然 界 量 与 量 之 间 关 系 有 着 全 要 意义 。 而 数 
学 表达 式 的 获得 是 通过 回归 分 析 方 法 完成 的 。 

在 生产 和 科学 实验 中 , 人 们 和 常 遇 到 各 种 变量 。 从 辩证 唯物 主义 观点 来 
看 , 这 些 变量 之 间 是 相互 联系 . 互相 恢 存 的 , 它们 之 间 存 在 着 一 定 的 关系 ， 
人 们 通过 实践 ,发 现 变 量 之 间 的 关系 可 分 为 两 种 类 型 。 

(1) 函数 美 系 ( 即 确定 性 关系 ) 

数学 分 析 和 物理 学 中 的 大 网 数 公式 属于 这 种 类 型 。 如 以 速度 v 作 勾 速 
运动 的 物体 , 走 过 的 距离 * 与 时 间 : 之 间 ， 有 如 下 确定 的 函数 关系 ， 

3 一 芋 
若 上 式 中 的 变量 有 两 个 已 知 , 则 另 一 个 就 可 借 函 数 关系 精确 地 求 出 。 

(2) 相关 关系 

在 实际 问题 中 , 钨 大 多 数 情 况 下 , 变量 之 间 的 关系 不 那么 简单 。 例 如， 
在 车 床上 加 工 零 忻 , 零件 的 加 工 误差 与 零件 的 直径 之 间 有 一 定 的 关系 ， 知 
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道 了 零件 直径 可 大 致 估计 其 加 工 误 差 , 但 又 不 能 精确 地 预知 加 工 误差 。 这 
是 由 于 零件 在 加 工 过 程 中 影响 加 工 误差 的 因素 很 多 ,如 毛坯 的 裕 量 、 材 料 
性 能 、 切 尚 深度 、 进 给 量 , 切 前 速度 、 零件 长 度 等 等 , 相互 构成 一 个 很 复杂 
的 关系 , 加工 误差 并 不 由 零件 直径 这 一 因素 所 确定 。 像 这 种 关系 , 在 实践 
中 是 大 量 存在 的 ， 如 : 材料 的 抗 拉 强 度 与 其 硬度 之 间 ; 螺纹 零件 中 螺纹 的 作 
用 中 径 与 螺纹 中 径 之 间 ; 齿轮 备 种 综合 误差 与 有 关 单 项 误差 之 间 ; 某 些 光 
党 仪器 、 电子 仪器 等 开机 后 仪器 的 读数 变化 与 时 间 之 间 ; 材料 的 性 能 与 其 
化 学 成 分 之 问 等 等 。 这 些 变量 之 间 既 存在 着 密切 的 关系 ,又 不 能 由 一 个 (成 
几 个 ) 变 量 ( 自 变量 ) 的 数值 精确 地 求 出 另 -个 变量 ( 因 变量 ) 的 数值 , 而 是 要 
通过 试验 利 调查 研究 ， 才 能 确定 它们 之 问 的 关系 ,我 们 称 这 类 变量 之 间 的 
关系 为 相关 关系 。 一 般 讲 , 多 考虑 一 些 变量 会 减少 所 考察 的 因 变量 的 不 确 
定 忻 , 但 不 是 绝对 的 。 

应 该 指出 ， 画 数 和 相关 虽然 是 两 种 不 同类 型 的 变量 关系 , 但 是 它们 之 
闻 并 无 严格 的 界限 。 一 方面 由 于 测量 误 关 等 原因 ,确定 性 的 关系 在 实际 中 
往往 通过 相关 关系 表现 出 来 。 例 如 尽管 从 理论 上 物体 运动 的 速度 、 时 间 和 
运动 距离 之 间 存 在 着 函数 关系 , 但 如 果 我 们 做 多 次 反复 地 实测 ， 每 次 测 得 
的 数值 并 不 一 定 满足 。 一 v 的 关系 。 在 实践 中 , 为 确定 某 种 函数 关系 中 的 
常数 , 往往 也 是 通过 试验 。 男 一 方面 ， 当 对 事物 内 部 的 规律 性 了 解 得 更 加 
深刻 的 时 候 ,相关 关系 又 能 转化 为 确定 性 关系 。 事 实 上 ， 实 验 科学 (包括 物 
理学 ) 中 的 许多 确定 性 的 定理 下 是 通过 对 大 量 实验 数据 的 分 析 和 处 理 , 经 过 
总 结 和 提高 , 从 感性 到 理性 , 最 后 才 得 到 更 能 深刻 地 反映 变量 之 间 关 系 的 
客观 规律 。 


二 、 回 归 分 析 的 主要 内 容 


回归 分 析 是 处 理 变量 的 相关 关系 的 一 种 数理 统计 方法 ， 上 面 已 经 提 
到 , 由 于 相关 变量 之 间 不 存在 确定 性 关系 , 因此 , 在 生产 实践 和 科学 实验 所 
记录 的 这 些 变量 的 数据 中 , 存在 着 不 同 程度 的 差异 。 回 归 分 析 就 是 应 用 数 
学 的 方法 ,对 大 量 的 观 浏 数据 进行 处 理 ， 从 而 得 出 比较 符合 事物 内 部 规律 
的 数学 表达 式 ， 概 揪 地 说 ,， 本章 主 要 解决 以 下 几 方 面 的 问题 ; 

由 从 一 组 数据 出 发 , 确定 这 些 变量 之 间 的 数学 表达 式 一 一 回归 方程 或 
经 验 公 式 ， 

多 对 回归 方程 的 可 信 程 度 进行 统计 检验 。 

加 进行 因素 分 析 , 例如 对 于 共同 影响 一 个 变量 的 许多 变量 (因素) 中 ， 
找 出 哪些 是 重要 因素 , 哪些 是 次 要 因素 。 

回归 分 析 是 数理 统计 中 的 一 个 重要 分 支 , 在 工农 业 生产 和 科学 研究 中 
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有 着 广泛 的 应 用 。 今 天 , 在 实验 数据 处 理 、 经验 公式 的 求 得 、 因 素 分 析 、 仪 
器 的 精度 分 析 ,. 产品 质量 的 控制 荣 些 新 标准 的 制定 、 气象 及 地 洛 蔬 报 、 自 
动 控制 中 的 数学 模型 的 制定 及 其 他 许多 场合 中 , 回归 分 析 往 往 是 一 种 很 有 
用 的 开 其 。 


第 二 节 一 元 线性 回归 


一 元 回归 是 处 理 两 个 变量 之 间 的 关系 ， 即 两 个 变量 x 和 > 间 若 存在 一 
定 的 关系 , 则 通过 实验 , 分 析 所 得 数据 , 找 出 两 者 之 间 关 系 的 经 验 公 式 。 假 
如 两 个 变量 之 间 的 关系 是 线性 的 就 称 为 一 元 线性 回归 ,这 就 是 工程 上 和 科 
研 中 常 遇 到 的 直线 氢 合 问题 。 


一 、 一 元 线性 回归 方程 的 求法 


下 面 通过 具体 例子 来 讨论 这 个 问题 。 
【 例 估 1】 测量 某 导线 在 一 定 温度 > 下 的 电阻 值 y, 结果 如 表 9-1 所 


19.1 | 25.0 

76.30 | 77.80 

试 找 出 它们 之 间 的 内 在 关系 。 
为 了 研究 电阻 y 与 温度 x 之 间 药 关系 ,把 数据 点 在 坐标 纸 上 ， 如 图 9-1 


所 杀 。 这 种 图 叫 散 点 图 。 从 散 点 图 可 以 看 出 ， 电 蛆 y 与 温度 x 大 致 成 线性 
关系 。 因此, 我 们 假设 zx 与 ? 之 间 的 内 在 关系 是 一 条 直线 ,这 些 点 与 直线 


家 9-1 
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的 偏离 是 试验 过 程 中 其 他 一 些 随机 因素 的 影响 而 引起 的 。 这 样 就 可 以 假设 
这 组 测量 数据 有 如 下 结构 形式 ，; 
y=B+Rte (t= 1,2,.,N) (9-1) 

式 中 的 @1，e;，…，, ew 分 别 表示 其 他 随机 因素 对 电阻 y1，ys，…,， yn 影响 的 
总 和 ,一 般 假设 它们 是 一 组 相互 独立 、 并 服从 同一 正 态 分 布 N(0, o) 的 随机 
变量 (本 章 对 ,i 二 1, 2，…，N, 均 作 这 样 的 假设 )。 变量 x 可 以 是 随机 变 
好 , 也 可 是 一 般 变量 , 不 特别 指出 时 , 都 作 一 般 变 量 处 理 , 即 它 是 可 以 精确 
测量 或 严格 控制 的 变量 。 这 样 ,， 变 重 y 是 服从 N( 记 十 Br c) 的 随机 变量 。 
式 (9-1) 就 是 一 元 线性 回归 的 数学 模型 。 在 例 9-1 中 N= 7。 

我 们 用 最 小 二 乘法 来 估计 式 (9-1) 中 的 参数 应 、8 。 

设 品 ,2 分别 是 参数 认 和 有 8 的 最 小 二 乘 估计 , 于 是 得 到 一 元 线性 回归 的 
回归 方程 


二 机 十 br (9-2) 
式 中 ,和 ,叫做 回归 方程 的 回归 系数 ， 对 每 一 个 二， 出 方程 (9-2) 可 以 确定 
一 个 回归 值 y, 二 如 十 6x,。 实 际 测量 值 y, 与 这 个 回归 值 y 之 差 就 是 残余 误差 
二 {f= ],2,'", N) (9-3) 
应 用 最 小 二 乘法 求解 回归 系数 ， 就 是 在 使 残余 误差 平方 和 为 最 小 的 条 件 下 

求解 回归 系数 hh 和 加 这 种 方法 我 们 在 第 8 章 中 已 经 熟悉 了 。 

误差 方程 组 为 
员 三 六 一切 二 为 一 (本 十 经 1) 


上 
Ur YY Ys ~ {pt hr) 
(9-4) 


vy = yu — yy = yy (hy) 
™ MN 
应 使 已 = D> 二》 (一 外 一 红尘 一 最 小 , 于 是 求 取 的 回归 系数 嫩 , 5 应 
r=1 rel 
满足 
dE _ a, 
这 = ?2 (yy bo — hrs) 
(9-5) 
aE 


外 
Em -2 (yb 一生) 


解 该 方程 组 可 得 
b= 六 (9-6) 
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页 一 一 笋 (9-7) 
1 之 1 ee 
式 中 ， 9— NOY TN 
所 时 1 所 2 
ls = Dx ~ 7)’ = 一 放 (> (9-8) 
{=1 1=1 N i=1 


=- Dn- = Diy, — (Ds) (Dy (9-9) 
将 式 (9-7) 代 人 国 归 直线 方 程 (9-2), 可 得 到 回归 直线 的 另 一 种 形式 


坝 


一 一 8 一 工 ) (9-10) 
由 此 可 多, 回归 直线 方程 (9-2) 通 过 点 (，53)， 朋 确 这 一 点 对 回归 直线 的 帮 
图 是 有 帮助 的 ， 

由 式 (9-6)，(9-7) 求 回归 方程 的 具体 计算 通常 是 列表 进行 。 例 9-1 的 
计算 总 表 9-2 和 表 9-3, 由 此 可 得 回归 方程 


= 70. 90 二 0.282 47 9-11) 
于 9-2 


ry 
1 457, 330 


HA 
5 821, B90 


6 O52. 840 1 945. O00 
3 30,1 : . 6 360. 062 2 400, 475 
1 296. 00 6 528. 640 2 908, 800 


82. 35 


83. 9 
85, 10 


1 800. 00 6 781. 522 3 294. 000 


2 162.25 7 039. 210 3 901, 350 


2 500.00 7 242.010 | 4255.000 
5» 586. 00 9 454.07 | 45825.994 | 20 161,955 


于 9-3 
> ~ N=? 
Dn = 246.7 Di 一 566,00 
tl MN 
= 35.243 了 一 80.857 Dy = 20 161, 955 


N 二 


N N 
2 = 9 454.07 2 45 425, 974 谢 (5) | Dy )= 19 947. 457 
ml rl 


t=l t=1 


2 N 2 N 
二 ( 1 — 8 694.413 h(x) =45765.143| ly = zy 一 


t=1 +=l i:=1 


人 


it-t 
= 759, 657 = 60, 831 一 214. 498 
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— 一 -~ 
0 2824 多 


下 
y=70. 90+0. 282 Lx 


二 、 回 归 方 程 的 方差 分 析 与 显著 性 检验 


回归 直线 式 (9-11) 求 出 来 了 , 但 它 是 否 有 实际 意义 昵 ? 这 里 有 两 个 问 
题 需 要 解决 : 其 一 , 就 这 种 求 回归 直线 的 方法 本 身 而 言 , 对 任何 两 个 变量 + 
和 >y 的 一 组 数据 Cx，y,) ,1 二 1，2,，…， NN, 都 可 以 用 最 小 二 乘法 该 拟 合 一 
条 直线 。 要 知道 这 条 直线 是 否 基本 符合 y 与 x 之 间 的 客观 规律 ,这 就 是 回 
站 方程 的 显著 性 检验 要 解决 的 问题 。 其 二 , 由 于 x 与 y 之 间 是 相关 关系 ， 
知道 了 z 值 , 并 不 能 精确 地 知道 y 信 ,那么 , 用 回归 方程, 根据 自 变 量 x+ 值 
项 报 ( 或 控制 ) 因 变量 y 值 , 其 效果 如 何 ? 这 就 是 回归 直线 的 预报 准确 度 问 
题 。 为 此 , 必须 对 回归 问题 作 进一步 分 析 。 现 介绍 一 种 常用 的 方法 一 一 方 
差分 折 方 法 ， 其 实质 是 对 N 个 观测 值 与 其 算术 平均 值 之 差 的 平方 和 进行 分 
解 , 将 N 个 现 测 值 的 影响 因素 从 数量 上 区 别 开 , 然后 用 下 检验 法 对 所 求 回 
归 方 程 进行 显著 性 检验 。 

1. 回归 问题 的 方差 分 析 

观测 值 mm ，y;，…，yv 之 间 的 差异 ( 称 变 差 )， 是 由 两 个 方 而 原因 引起 
的 ; 中 自 变量 z 取 值 的 不 同 ; 从 其 他 因素 (包括 试验 误差 ) 的 影响 。 为 了 对 
回归 方程 进行 愉 验 , 首先 必须 把 它们 所 引起 的 变 差 从 y 的 变 差 中 分 解 出 来 。 
N 个 观测 值 之 间 的 变 差 , 可 用 观测 值 y 与 其 算术 平均 值 3 的 离 差 平方 和 来 
表示 称 为 总 的 离 差 平方 和 , 记 作 

S= Dy — DD) = i (9-12) 


1=] 


因为 ( 见 图 9-2) 

bi | 

SS = (一 用 一 ST, 一 多) 十 (入 一 习 了 
+ 一 】 t=1 
N ， N A vy An 
= YC— DD) 十 Dp) +2 dy — yy — 

1=1 + 一 1 上 

可 以 证 明 , 交 灵 项 
A 负 
Dy—y)y—D=0 (9-13) 


1 


因此 总 的 离 差 平方 和 可 以 分 解 为 两 个 部 分 ， 即 
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| 
[ee 
叶 均 类 了 = 六 
总 
I 中 il 自 线 P=hot hx 
x 
图 9-2 
站 ™ 四 h 
DD = DY (9-14) 
-1 *-1 f 1 
或 者 写成 
SS=U+tQ (9-15) 


U = dy) (9-16) 
称 为 回归 平方 和 , 它 反映 了 在 总 的 变 差 中 由 于 z 和 yy 的 线性 关系 引起 y 
变化 的 部 分 。 因 此 回归 平方 和 也 就 是 考虑 了 zx 与 y 的 线性 关系 部 分 在 总 的 


离 差 平 方 和 S 中 所 占 的 成 分 , 以 便 在 数量 上 与 Q@ 值 相 区 分 。 式 C9-14)、 式 
(9-15) 中 右边 第 二 项 , 即 


、 
Q= Vy — yy (9-17) 
t=1 


称 为 残余 平方 和 , 即 所 有 观测 点 距 回 归 直 线 的 残余 误差 y, 一 的 平方 和 。 
它 是 除了 x 对 y 的 线性 影响 之 外 的 一 切 因素 (包括 实验 误差 、.z 对 y 的 非 线 
性 影响 以 及 其 他 未 加 控制 的 因素 ) 对 y 的 变 差 作用 ,这 部 分 的 变 差 是 仅 考 下 
z 与 》 的 线性 关系 所 不 能 减少 的 部 分 ， 

这 样 , 通过 平方 和 分 解 式 (9-14) 就 把 对 N 个 观测 值 的 两 种 影响 从 数量 
上 区 分 出 来 。U 和 Q 的 具体 计算 通常 并 不 是 按 它们 的 定义 式 (9-16) 和 式 
(9-17) 进 行 , 而 是 按 下 式 计 算 : 


Nm N 
U = 
:=1 :=| 


N 上 
Dz bay y=, (9-18) 
1!=1 t=1 
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Q= yh) s— U = 1, — HW,, (9-19) 


因此 , 在 计算 $, U， Q 时 就 可 以 利用 回归 系数 计算 过 程 中 的 一 些 结果 。 

对 每 一 个 平方 和 都 有 一 个 称 为 “自由 度 ” 的 数据 跟 它 相 联 系 。 如 果 总 的 
离 差 平方 和 是 由 N 项 组 成 , 其 自由 度 就 是 N 一 1。 如 果 一 个 平方 和 是 由 几 
部 分 相互 独立 的 平方 和 组 成 , 则 总 的 自由 度 等 于 各 部 分 自由 度 之 和 。 正 如 
总 的 离 差 平方 和 在 数值 上 可 以 分 解 成 回归 平方 和 与 残余 平方 和 两 部 分 一 
样 , 总 的 离 差 平 方 和 的 自由 度 v 也 等 于 回归 平方 和 的 自由 度 v 与 残余 平方 
和 va 的 自由 度 之 和 ， 即 

ts 一 Wr 十 各 (9-20) 
在 回归 问题 中 , vs 二 N 一 1, 而 w 对 应 于 自 变 量 的 个 数 ,， 因 此 在 一 元 线性 回 
归 问 题 中 必 三 1， 故 根据 式 (9-20) ,入 的 自由 度 vo=N 一 2? 

2. 回归 方程 显著 性 检验 

由 回归 平方 和 与 残余 平方 和 的 意义 可 知 , 一 个 回归 方 属 是 理 显 著 , 也 
就 是 y 与 + 的 线性 关系 是 否 密切 , 取决 于 UU 及 仿 的 大 小 ,UU 盖 大 QQ 愈 小 说 
明 y 与 x 的 线性 关系 愈 密切 。 回 归 方 程 显 著 性 检验 通常 采用 开 检 验 法 ， 因 
此 要 计算 统计 量 下 


一 U /yw 
Qiyo 


‘9-21) 


对 一 元 线性 回归 

U/l 
Q/N— 2) 
岩 查 分布 ( 见 附 表 )。 下 分 布 表 中 的 两 个 自由 度 分 别 对 应 于 式 (9-21) 中 的 
vw 和 ya， 对 一 元 线性 回归 分 别 是 1 和 N 一 2, 检验 时 , 一 般 需 查 出 下 分 布 表 
中 对 三 种 不 同 显著 性 水 平 a 的 数值 , 设 记 为 F.(1，N 一 2), 将 这 三 个 数 与 式 
(9-22) 计 算 的 下 秆 进行 比较 , 若 下 宕 Fo wa (i，N 一 2)， 则 认为 回归 高 度 显著 
(或 称 在 0.01 水 平 E 显 著 ); 若 Fi os(1, NN 一 2) 才 FF (1 N 一 2), 则 认 
为 回归 显著 (或 称 在 0.05 水 平 上 显著 ); 车 Fowltl, N 一 2) 扎 F<F,vs(1， 
N 一 2), 则 认为 回归 在 0. 1 水平 上 显著 ; 若 了 < Foo(l，N 一 2)， 一 般 认为 
回 妇 不 显著 , 此 时 y 对 xz 的 线性 关系 不 密切 。 

3. 残余 方差 与 残余 标准 整 

残余 平方 和 QQ 除 以 它 的 自由 度 va 所 得 商 


F= (9-22) 


(9-23) 
称 为 残余 方 兰 , 它 可 以 看 作 在 排除 了 zx 对 yy 性 影响 后 (让 者 当 z 固定 
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时 ), 衡量 y 哆 机 波动 太 小 的 一 个 佑 计量 。 残 余 方 差 的 正平 方 根 
f 一 _Q (9-24) 


称 为 残余 标准 差 ， 与 中 的 意义 相似 , 它 可 以 用 米 衡量 所 有 随机 因素 对 y 的 
一 次 性 观测 的 平均 变 差 的 大 小 , o 愈 小 , 回归 直线 的 准确 度 愈 高 ， 当 回归 方 
程 的 稳定 性 较 好 时 , ec 可 作为 应 用 回归 方程 时 的 不 确定 度 评 定 参 数 。 

4. 方差 分 析 表 

上 述 把 平方 和 及 自由 度 进行 分 解 的 方差 分 析 ， 所 有 结果 可 归纳 在 一 个 
简单 的 表格 中 ,这 种 表格 称 为 方差 分 析 表 ( 表 9-4) ， 


于 9-4 
来 源 盏 卢 和 自由 记 方差 F 显著 性 
四 由 Up, 1 Or 加 7 
三 你 Q= i,, — bi, N-—2 Q'(N—2) 
N 


计 


S=b, 


【 例 9-2] 在 例 9-1 电阻 对 温度 的 回归 中 , 由 表 9-3 及 表 9-4 可 得 表 9- 
5 的 方差 分 析 结 果 。 


于 9-5 


显著 性 一 栏 中 的 a 二 0.01, 表明 前 面 所 得 的 回归 方程 (9-11) 在 a=0. 01 
水 平 上 显著 。 即 可 信赖 程度 为 99% 以 上 ,这 是 高 度 显 著 的 。 

利用 回归 方程 ,可 以 在 一 定 显著 水 平 a 上 , 确定 与 + 相对 应 的 y 的 取 
值 范 面 。 反 之 ， 若 要 求 观测 值 y 在 一 定 的 范 面 内 取 什 , 利用 回归 方程 可 以 
确定 自 变量 z 的 控制 范围 ， 


三 、 重 复 实验 判断 回归 方程 拟 合 性 


应 该 指出 ， 用 残余 平方 和 检验 回归 平方 和 所 作出 的 “回归 方程 显著 * 这 
一 判断 ,只 表明 相对 于 其 他 因素 及 实验 误差 来 说 , 因素 z 的 一 次 项 对 指标 ? 
的 影响 是 主要 的 , 但 它 并 没有 告诉 我 们 , 影响 y 的 除 z 外 , 是 否 还 有 一 个 或 
儿 个 不 可 和 忽 咯 的 其 他 因素 ,以 及 x 和 y 的 关系 是 否 确 实 为 线性 。 换 言 之 ， 
上 述 意 义 的 回归 方程 显著 , 并 不 一 定 表明 这 个 回归 方程 是 拟 合 得 很 好 ， 其 
原因 是 由 于 残余 平方 和 中 除 包 插 实 验 误差 外 , 还 包括 了 x 和 y 线性 关系 以 


二 239 


第 9 章 回归 分 析 


240 二 一 - - 
外 的 其 他 未 加 控制 的 因素 的 影响 。 为 了 检验 一 个 回归 方程 拟 合 得 好 十, 可 
以 做 些 重 复 实验 ， 从 而 获得 误差 平方 和 Qe 和 和 失 拟 平方 和 Q( 它 反映 了 非 线 
性 及 其 他 未 加 控制 的 因素 的 影响 )， 用 误差 平方 和 对 失 拟 平方 和 进行 卫 检 
验 , 就 可 以 确定 回归 方程 拟 合 得 是 好 是 坏 。 
设 取 NN 个 测试 点 , 每 个 测试 点 都 重复 m 次 测试 , 此 时 各 种 平方 和 及 其 
应 的 自由 上 度 可 按 下 列 各 式 计算 : 


S=U+Q + OQ (9-25) 
Vs = VL 十 VI 十 vr (9-26) 
Y 
= 5 ys — ys ys = Nin ~ (9-27) 
t+ 一 上 = 上 、 ， 
U= m2 一 四， 一 1 (9-28) 
™ 
QE = DE vo, = N(m— 1) (9-29) 
41 3 
Qi = mV dy, va = N—2 (9-30) 
了 = 上 


【 例 9 3】 用 标准 压 为 计 对 某 固定 压力 传感器 进行 检定 ， 检 定 所 得 数据 
如 表 9-6 所 示 。 表 中 ，z 为 标准 压力 ，m 为 传感器 输出 电压 , 到 为 4 次 读 
数 的 算术 平均 值 ， 试 对 仪器 定 标 ， 并 分 析 仪器 的 测量 误差 。 


表 9-6 
yousmy 
序 BB | 有 vem 3 下 mV 
开 上 | 降 正 | 升 于 

1 0 2.78 2. BO 2, 80 
2 1 9 70 8 7B 9 78 
3 2 16. 60 16. 71 18.70 16. 692 5 
4 3 23. 54 23. 56 23. 38 23.71 | 23.5975 
5 4 30. 44 30. 51 39, 54 30. 64 30. 532 5 
6 5 37. 35 37. 45 37. 42 37, 50 37. 43 
7 6 4 28 44. 35 44. 30 44.38 | 44.3275 
8 7 51, 19 51. 25 51.18 $1.25 | 512175 
9 8 58. 06 58. 08 58. 12 58, 14 58. 1 
10 证 4 92 64, 96 4. 94 6B5, Oo0 6d, 955 
11 BEE 71. 73 71.75 71.75 71.74 


仪器 要 求 线性 定 标 , 故 应 拟 合 一 条 回 妇 直线 ,可 以 证 明 ,， 用 平均 值 11 
个 点 拟 会 的 回归 直线 与 原来 的 44 个 点 拟 会 的 回归 直线 完全 一 样 。 具 体 计算 
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见 表 9-7 和 表 9-8( 表 中 区 即 为 表 9-6 中 的 名)。 


种 97 
序 号 [Nrem | Bim | rNrem Dy 4 mY mF mV Nem ') 
1 0 2 8100 0 7. 896 1 0 

2 上 9. 750 1 95, 160 0 9,755 0 

4 2 16. 692 5 1 278 6396 33. 385 0 

4 3 | 23.5975 9 556 8420 70. 792 5 

5 ! 30, 532 5 16 932 233 122, 130 0 

6 5 37. 440 0 25 1 40] 0049 187, 1500 

7 6 44. 327 5 36 1 964 927 3 285 965 0 

8 ? 51.2175 49 2623.2323 | 358. 522 5 

9 8 58 1000 人 3 379,610D 464, BOQ O 
10 9 64. 955 0 31 4 219. 152 0 584. 595 0 
1 10 了]1. 94 看 身 100 5 145 627 6 T17400 0 
>» 55 dl. 1575 | 385 20 601 3254 2 814.4950 


于 二 y= 37.3780 
™ 人 
1 一 385 yi = 20 601, 325 4 
了 一 ] 1=1 
所 呈 Ny 2 
(2x) (Ps 
r=1 c 1 一 | 二 
= 275 站 15 368. 226 4 
YY 2 可 
中 (Dx) Y (25) 
= -| 一 | 
i 2 5 ty 2 一 
= 110 = 5 233.099 0 
ty 
b= =6.897 34 


加 二 了 了 一线 二 2.8913 


y= 2, 891 3+ 6.897 34 


2 


= 758, 707 5 


了 


现在 进行 方差 分 析 ， 当 用 5, 求 回归 直线 时 , 各 平方 和 可 按 下 式 顺 序 计算 
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U = 8 
Q = ms, —U 


AT 天 
Qe = DD -Bh) 
t=1 + 一 1 


5S=UQ 十 Ge 


《9-31》 


计算 结果 列 于 表 9-9。 


来 源 平方 和 (mV33 方 基 mY F 显 昔 性 
回归 20 992, 257 4 20 932. 257 4 | 6.98X10 Fn n=?7,47 
失 执 0.1386 0, 015 4 5.13 Fo m=3,01 
误 养 0.1000 0,. 003 0 一 
总 计 20 932. 486 0 一 一 
表 中 下 栏 为 用 误差 平方 和 对 相应 的 平方 和 项 进行 P 检验 的 数学 统计 
量 。 其 中 
Qj 
| = 13 (9-32) 
Gy ya 


Fi>F,nt{(9, 33)=3,01 

因为 对 失 拟 平方 和 进行 下 检验 结果 高 度 显著 , 说 明 炎 拟 误 差 相 对 于 实 
验 误 差 来 说 是 不 可 忽略 的 ,这 时 有 如 下 几 种 可 能 ， 

1) 影响 y 的 除 z 外 , 至少 还 有 一 个 不 可 忽略 的 因素 

2}) z 和 yy 是 曲线 关系 ; 

3) 工 和 yy 元 关 。 

总 之 ， 所 选择 的 一 元 线性 回归 这 个 数学 模型 与 实际 情况 不 符合 。 失 拟 
平方 入. 和 失 拟 方差 反映 了 拟 合 误差 ,通常 称 为 模型 误差 。 

如 果 户 检验 结果 不 显著 , 说 明 非 线 性 误差 (相对 于 实验 误差 ) 很 小 , 或 
者 基本 上 是 由 实验 误差 等 随机 因素 引起 的 。 于 是 可 把 失 拟 平方 入 与 误 
差 平 方 和 Qs 会 并 ,对 回归 平方 和 进行 了 检验 , 即 


F, 一 U /yu 
: (Qi + QE) /yq va, ) 


如 果 第 二 次 下 检验 结果 显著 ,说明 一 元 回归 方程 拟 合 得 好 ， 
对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 如 果 F, 不 显著 , 那么 这 时 有 两 种 可 能 ; 
1) 没有 什么 因素 对 y 有 系统 的 影响 ; 
2) 实验 误差 过 大 。 
当然 所 求 的 回归 方程 不 理想 。 
现在 我 们 继续 对 例 9-3 作 进 一 步 分 析 。 
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行 第 二 次 下 检验 


Fm UM = 6.98X10 > Fun(l, 33) 一 了 47 
Qe /ve, 
结果 启 译 二 著 。 再 用 Qe 十 QQ 二 Q@ 对 U 进行 第 二 次 Ff 检 蛤 
F; 一 Um = 3. 68x 10° » Fu(l, 42) = 7.28 
Qo 


也 咨 度 显著 。 由 于 Fl 检验 结果 显 若 , 虽然 相对 于 实验 误差 来 讲 ,， 此 方程 不 
能 说 拟 合 得 很 好 。 但 是 由 于 两 种 F; 检验 都 高 度 显著 , 实验 误差 和 残余 误差 
都 很 小 , 只 要 残余 标准 差 s 小 于 该 仪器 所 要 求 的 不 确定 度 参 数 , 就 可 以 使 用 
此 方程 对 该 仪器 进行 定 标 。 当 然 , 若 有 必要 , 可 进一步 查 朋 原 因 ，, 重 作 回 归 
方程 

从 以 上 分 析 可 以 看 出 ， 在 一 般 情 况 下 ,重复 实验 可 将 误差 平方 和 与 失 
拟 平 方 和 从 残余 平方 和 中 分 离 出 来 , 这 对 统计 分 析 是 有 好 处 的 。 同 时 , 在 
精密 测试 中 , 通常 失 拟 平方 和 及 误差 平方 和 分 别 与 仪器 的 原理 误差 ( 定 标 误 
莽 、 非 线性 误差 ) 及 仪 磊 的 重复 性 误差 相对 应 。 可 以 用 这 种 方法 分 析 传 感 占 
和 非 电量 电 测 仪器 及 其 他 类 似 需 要 变换 参量 的 测量 仪器 的 不 确定 度 , 这 对 
了 解 这 类 仪器 的 误差 来 源 是 有 益 的 。 当然， 有 时 重复 实验 受到 时 间 、 设备 、 
经 费 等 条 件 限制 而 不 可 能 ,只 能 用 残余 平方 和 对 回归 平方 和 进行 检验 ， 
它 也 可 以 大 致 说 明 回归 效果 的 好 坏 。 习 惯 上 , 经常 也 把 这 种 检验 结果 显著 
与 不 显著 说 成 拟 合 得 好 与 坏 。 但 需要 注意 , 一 个 方程 拟 合 得 好 的 真正 含义 
应 该 是 上 而 所 谈 的 内 容 ， 


四 、 回 归 直 线 的 简便 求法 


回归 分 析 以 最 小 二 乘法 为 基础 ， 因 此 所 建立 的 回归 直线 误差 { 标 准 差 ) 
最 未 ,但 它 的 计算 一 般 是 比较 复杂 的 。 为 了 减少 计算 , 在 准确 上 度 要 求 不 太 
高 或 实验 数据 线性 较 好 的 情况 下 , 可 采用 如 下 简便 方法 。 

1, 分 组 法 {平均 值 法 ) 


用 分 组 法 求 回归 方程 > 二 如 十 5z 中 的 系数 名 和 6 的 具体 作法 是 ; 将 自 
变量 数据 按 由 小 到 大 的 次 序 安排 ,分 成 个 数 相等 或 近 于 相等 的 两 个 组 (分 组 
数 等 于 欲求 的 未 知 数 个 数 )， 第 一 组 为 Ts ar et es 第 二 组 为 tls 
zw， 建立 相应 的 两 组 观测 方程 ， 

三 机 十 好 ) 3 二 辣 十 Bil 
| 


二 十 Br Jn 二 bary 
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黄 组 观测 方程 分 别 相 加 , 得 到 关于 太 及 上 的 方程 组 
此 £ 
Dy = tho 


、 (9-34) 
Sy 一 CN 一 全)j 十 二 六 7， 
T 一 点 2 上 t=&+1 
该 方程 组 可 解 得 及 5,。 特 别 当 N= 二 2k 时 ,回归 系数 
m2 Y 
六 六 Dy 
p 一 1 一 | Li 
mi2 所 
工 | 一 I 
2 ,2 (9-35) 
N 上 
Dy, >» Tr 
t 一 1 1 一 1 _ 2 
pb N b N y br 


【 例 94】 对 例 9-1 用 分 组 法 求 回归 方程 。 
因 观 测 数据 已 按 自 变量 从 小 到 大 的 次 序 排 列 ， 故 可 按 实验 顺序 分 成 两 
组 , 并 建立 两 组 相应 的 观测 方程 [ 取 二 NN 十 1}/2 二 4j, 然后 分 别 相 加 ， 


76. 30 一 名 十 19, 1 所 


77. 80=b, +25.0 8 82. 35=b, + 40. 06 

79. 75 一 页 十 30. 1 5 83. 90 一 入 十 46, 55 

80. 80=b 二 36.0 所 85. 10 二 如 十 50, 05 
314. 85= 6, 十 110. 25 251, 35=36, 136.58 


4 十 110. 26 一 314. 65 
36, +136. 55 一 251,. 35 
得 b=70. 80, b=0, 285 3 
故 所 求 的 回归 方程 为 
y=70. 80+0. 285 3z 
这 与 最 小 二 乘法 求 得 的 回归 方程 式 (9-13) 比 较 接 近 。 
此 法 简单 明了 ，, 拟 合 的 直线 是 通过 第 一 组 重心 和 第 二 组 重心 的 一 条 直 
线 , 这 是 工程 实践 中 常用 的 一 种 简单 方法 ， 
2， 图解 法 ( 紧 强 法 ) 
把 NN 对 观测 数据 画 出 散 点 图 于 坐标 纸 上 , 假如 画 出 的 点 形成 一 条 直线 
带 , 就 在 点 群 中 画 一 条 直线 ,使 得 多 数 点 位 于 直线 上 或 接近 此 直线 并 均 勾 
分 布 在 直线 的 两 边 。 这 条 宜 线 可 以 近似 地 作为 回归 直线 ， 回 归 系 数 可 以 直 
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接 由 图 中 求 得 ,利用 此 直线 也 可 在 坐标 纸 上 直 接 进行 预报 。 

【 例 9-5] 用 XX 光 机 检查 镁 合金 焊接 件 及 铸件 内 部 缺陷 时 , 为 达到 最 住 
灵敏 度 , 透 照 电压 y 应 随 被 透 照 件 厚 度 r 而 改变 。 经 实验 得 如 表 9-10 所 示 
的 一 组 数据 ; 


10 15 20 25 和 下 


图 9 3 
把 这 组 数据 点 在 坐标 纸 上 ， 然 后 通过 点 群 作 一 直线 (图 9-3)。 在 接近 
直线 的 两 端 各 取 一 点 ， 如 (12,53) 和 和 {25,88) ,回归 系数 5 二 (53 一 88)/(12 一 
25) 二 2, 7kV/mm。 回 归 直 线 上 任 一 点 代入 回 妇 方 程 可 求 出 思 ; 如 53= 如 十 
2.7X12, 页 一 20.68V。 故 所 求 回 归 方 程 为 
y=—20. 6+2, 7x 


图 解法 由 于 作 图 时 完全 赁 经 验 画 直 线 ， 主 观 性 较 大 ,精度 较 低 , 但 此 法 
非常 简单 ， 精 度 要 求 不 高 时 可 采用 。 
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在 实际 问题 中 , 有 时 两 个 变量 之 间 的 内 在 关系 并 不 是 线性 关系 ， 而 是 
某 种 曲线 关系 ， 这 时 车 求 所 需 的 回归 线 , 一 般 地 说 ， 可 以 分 两 步 进 行 ; 

1) 确定 函数 类 型 . 

2) 求解 相关 函数 中 的 未 知 参数 。 用 最 小 二 莱 法 直接 求解 非 线 性 回归 方 
程 是 非常 复杂 的 ,通常 是 通过 变量 代 换 把 回归 曲线 转换 成 回归 直线 ,继而 
用 前 面 给 出 的 方法 求解 ; 或 者 把 回归 曲线 展 成 回归 多 项 式 , 直接 用 回归 多 
项 式 来 描述 两 个 变量 之 间 的 关系 ,这 样 就 把 解 曲 线 回 归 间 题 转 化 为 解 多 项 
式 回归 的 问题 ， 


第 4 章 回 妥 分 析 


246 全 


一 、 国 归 曲 线 类 型 的 选取 和 检验 


1， 直接 判断 法 

根据 专业 知识 . 从 理论 上 推导 或 者 根据 以 往 的 经 验 , 可 以 确定 两 个 变 
长 之 间 的 函数 类 型 ， 如 化 学 反应 物质 的 浓度 y 一 般 与 时 间 + 有 指数 关系 ， 
即 y= 二 we” ,其 中 yo 及 上 为 待定 系数 和 指数 。 

2. 观测 法 

将 观测 数据 作 图 ,将 其 与 典型 曲线 (图 9- 4) 比较 ,确定 其 属于 何 种 类 
出 。 所 选择 的 曲线 类 型 是 否 合 适 , 可 用 如 下 介绍 的 直线 检验 方法 、 表 差 法 
等 方法 来 检验 ，。 

3. 直线 检验 法 

当 函 数 次 型 中 所 会 参数 不 多 , 例如 只 有 一 个 或 两 个 时 ,用 此 法 较 好 , 其 
步骤 如 下 ， 

ID) 将 顶 选 的 回归 曲线 f(r，y, a, 6) 一 0 写成 

2 = A+BZ, (9-36) 

式 中 的 刀 和 2 只 会 一 个 变量 (x 或 y) 的 丁 数 , A 和 日 是 a 和 6 的 函数 ， 

2) 求 出 几 对 与 z,y 相对 应 的 Z, 和 Zs 的 值 , 这 几 对 值 以 选择 +,，y 值 
相 趾 较 远 为 好 ; 

3 以 局 和 Zz 为 变量 画图 ， 若 所 得 图 形 为 一 直线 ， 则 证 明 原 先 所 选 定 


的 回归 曲线 类 型 是 合适 的 。 
【 例 9-6】 用 此 法 说 明 表 9-11 中 的 一 组 数据 是 否 可 用 一 ae 表示 。 
表 9-11 
了 1 2 3 4 3 6 ? 8 9 


].78 2, 24 2 7 3.74 4. 15 5. 31 6. 92 8.85 -10.97 


Q 648 
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将 y 二 ae* 写成 式 (9-36) 形 式 , 即 
lgy=lgat (hlge) x 
式 中 lgy 相当 于 2,, x 相当 于 2Z;, lga 相当 于 A, 可 ge 相当 于 B, Bgy 与 x 
画图 ( 取 为 1, 4，6， 8 四 点 )， 所 得 图 形 为 一 条 直线 (图 9-5), 故 选 用 的 聘 
数 类 型 y=ae*” 是 合适 的 。 
下 列 几 种 类 型 的 曲线 方程 式 可 用 直线 检验 法 
y =a 二 gr 
y =ab” 


D438 0,573 .47 1.040 


0.330 D725 -0,840 
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下 
这 


{p>0) 
tb) 着 函数 > 一 ca 的 曲线 


-一 、L_ 


(> 人 0) (p<0) 
te] 指数 曲名 y 一 ar 


(b>0] (hb<0) 
td) 指数 曲线 ?一 ses < 


(&>0) (< 站) 


(Ce) 对 数 些 线 y 二 a 十 blogr 


《bb 名 形 曲线 yr 


图 9-4 典型 曲线 
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Igy 
12 
10 
8 
06 
O04 
个 之 
0 
性 2 4 折 名 10 
图 3-5 
y=ae” 
y a 
还 
” 十 页 


4. 表 差 法 
若 一 组 试验 数据 可 用 一 多 项 式 表示 ， 式 中 含有 常数 的 项 多 于 两 个 时 ， 
则 用 表 差 法 诀 定 方程 的 次 数 或 复 验 方程 的 次 数 较为 合理 ， 其 步 台 如 下 : 
1) 用 实验 数据 画图 。 
2) 自 图 上 根据 定 差 Az, 列 出 x,，y, 各 对 应 值 。 
3) 根 据 +，y 的 读数 值 作出 差 值 A, 而 
入 二 一 癌 ? 入 二 一 为 第 一 阶 基 ， 
和 Ay 二 ys 一 V1 A yo 二 A 一 和 ;为 第 二 阶 差 ; 
A yi 二 训 yz 一 点 yy"… 为 第 二 阶 差 ， 


表 9-12 列 出 了 常见 方程 式 类 型 及 用 表 养 法 确定 这 些 方程 式 的 次 数 时 的 


步骤 和 标准 。 
吊 9-12 
冯 根据 Ax, af1 或 Aiogz 为 常数 的 步 驶 
方程 直 半 列 靖 定 方程 的 标准 
朵 图 , 必 表 求 顺序 差 值 

1 | y=athrter?t tor | 3 一 zy 在 在 2 By By An3 为 常数 

2 | y=a+ 2 + 二 + … 二 总 y= {li7) AYys A A Ary A"y 为 常数 
cr 十 六 ATyE Ay me hy ar 为 常数 
4 |logy=atBrtere tgrn |iogy= fr) Adogy); ttlogy)y -antlogy} | Artlogy) 为 常数 
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根据 Ar、Atl7T) 或 Alogz 为 常数 的 止 坚 


续 表 


确定 方程 的 标准 
画 澳 , 作 表 求 顺序 起 慎 
5 ya tahtlogr) ttlogr}? | v= Ftlogx) ys My A33 海 常数 
y= =uet logy= ft.1) Allogy) 和 (ogy) 为 常数 
7 y=al be =a +r be’ yo fa) By logA ys MILlogAaYy) 太 tlogAy) 为 带 数 - 


8 yut prted =athrtee | y= ftr) 


My A loga yi sfloga v) | sflogazy) 为 常数 


9 六 一 如 如 logy= ftlogr) Mlogyy Allogy} 为 常数 
10 了 一己 十 电信 y™ {logr) By; IogAYy: MlogAy) aflogay) 为 常数 
11 Pe logy= Ft) Alny; Alnr {Alny 一 nz) 为 常数 


【 例 9 7]〗 检验 表 9-13 所 
示 观 测 数据 可 用 y=4 十 be” 家 
示 。 

具体 检验 方法 如 下 , 第 一 步 
将 观测 值 x 与 y 画图 , 得 曲线 如 
图 9-6 所 示 ; 第 二 步 ， 自 曲线 上 
按 Az 为 便 定 值 ( 此 处 Az=1)， 
依次 读 取 x， y 对 应 值 . 列 人 表 
中 ; 然后 再 依次 求 出 Ay，lgaAy 
以 及 Atigay)。 因 表 中 居 (]gAy) 
极 接近 常数 , 故此 组 观测 数据 可 
用 上 式 表示 。 


lgAy i AllgAy) 
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二 、 化 非 线性 回归 为 线性 回归 


叮 用 直线 检验 法 或 一 芥 表 差 法 检验 的 回归 方程 都 可 以 剖 过 变量 代 换 转 
为 直线 回归 方程 。 
【 例 9-8】 为 了 测定 椭 关 齿轮 流量 计 在 介质 粘度 变化 时 的 误差 ， 先 测定 
10 号 变压器 油 的 粘度 y 与 温度 的 变化 曲线 , 以便 实验 时 测 出 油 温 就 可 以 
知道 粘度 ， 通 过 试验 获得 如 表 9- 14 所 示 的 一 组 数据 (单位 略 ) : 
囊 9 14 


.24 $51 2.92 2.522.20200181 1.7 | A 1 S501 4313713 1] 20125 


试 求 出 粘度 与 温度 之 间 的 经 验 公 式 。 

首先 把 观测 数据 点 在 坐标 纸 上 用 一 条 曲线 拟 合 (图 9-7), 将 该 曲线 与 
图 9-4 中 的 典型 曲线 比较 ， 看 来 很 像 守 画 数 ”=az'， 因 此 , 我 们 取 画 数 类 
型 为 


y= Ar’ (9-37) 
对 等 式 两 边 取 对 数 
lny = lna + blnx (9-38) 
邻 y=lnys x =lnr; =lna 
则 式 (9-38) 即 为 
y 一 外 十 pr (9-39) 


式 (9-39) 即 为 普通 的 直线 方程 ， 仍 用 列表 法 解 此 方程 ( 见 表 9-15， 表 9- 
16) ， 


上 
$0 
二] 
4 0 
35 
3 
25 
20 
15 
1 I 20 30 050 6 7 RO x 


图 9-? 
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表 9-15 
序 生 I ; 7 =Inr y= lny ES vy | xy 

1 Wo a a026 | L448 | 5 0190 | o v88 76 | 3 328%9 
2 15 3 5 2,708 1 1,255 站 了 333 04 1.378 5 3, 400 27 
和 20 2 92 2.995 了 | 1.87] 6 8 974 41 .148 29 3.2]0 18 
4 25 | 2 和 | 3289 0943 | 10 38116 | 0 85425 | 2 975 07 
5 0 |220 | 34012 | 0.7885 | 5 | 0 62166 | 2 68170 
6 35 | Zo00 | 3.5553 | 06931 | 12.64050 | 0.180 15 | 2.464 38 
了 [1 1 381 3, 88 9 站 .593 9 了 DT 83 0 352 站 上 2. 188 71 

i5 1 ?0 3, BO dQ. 530 6 1 30 BH 0. 281 57 2 019 92 
9 0 1.80 3. 912 耳 站, 470 站 5. 303 92 0. 220 90 1. Ba Br 
0 55 | 150 | 40073 | Od055 | 1605872 | 0 16440 | 1.624 3 
1 0 [11431 ro3 ) 0.3577 | 6 8366 | 0.12793 | 1.464 44 
1 5 3148 [17.42551 | 0.09910 | 1.31414 
13 7 1. 32 4 2485 ， 0.2776 301y71 人 在 了 7 人 1 1.I79 52 
14 75 | 12 | 4375 | 0.2546 | lg,64070 | 0.06484 | 1.00941 
15 B80 | 1.25 | 43820 | 0.2231 | 19.20210 | 0.04979 | 0.977 82 
了 8175 5d4.813 4 9, 604 9 35 7 4 8. 205 83 31, 764 ?4 


表 9-1€ 
D2 =54. 813 4 Dy 6049 | N=15 
T6542 y=0, 6403 
(Dr N=200. 00 380 (Dy) N=6, 150 27 (Tr Dy /N=35, 098 48 
lss =6, 421 90 byy =2, 055 38 一 一 3 333 ?4 
ja -一 3383T4 6 


如 二 站 一 5 一 由 540 3+0. 614 OX 3, 654 2—=2., 887 3 
下 
ln y=2.887 3 一 0. 61d 9inz 


A 
y=1?7. 94r—0,6149 


三 、 回 和 归 曲 线 效 果 与 不 确定 度 评 定 
求 蛙 线 回归 方程 的 目的 是 要 使 所 配 曲 线 与 观测 数据 拟 合 较 好 ， 因 此 ， 
在 计算 回归 曲线 的 残余 平方 和 QQ 时, 不 能 用 y 和 y 以 及 式 (9-19)， 而 是 要 
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按 定义 用 w 和 y, 及 式 (9-17) 计 算 。 这 里 可 用 相关 指数 R* 作为 衡量 配 后 曲 
线 效果 好 坏 的 指标 。 


~ 
》， 《2 一 yy 
1 下 


Dy — 3 
RR 也 称 相关 系数 , 但 要 记 住 , 它 与 经 过 变量 变换 后 的 x，y 的 线性 相关 系数 
不 是 一 回 事 。R*《 或 RR) 越 大 , 越 接近 1， 则 表明 所 配 曲 线 的 效果 越 好 。 
与 线性 回归 一 样 , 量 s 二 yQ/ACN 一 2) 称 为 残余 标准 差 , 它 可 以 作为 根据 
何 归 方程 顶 报 y 值 的 不 确定 度 指 标 。 
【 例 9-9] 对 例 9-8 计算 残余 平方 和 外， 残余 标准 差 c 和 相关 指数 尺 : 。 
计算 可 按 表 9-17 进行 。 


R:=1 (9-40) 


表 9 17 
了 9 > Y * yy CO 
1 4 34 17.977 6 4 355 —0. 115 0. 013 225 
2 3.51 12. 320 1 3. 394 0 116 D1 二 3 
3 2. 92 8. 526 4 2. Bd4 0.076 0, 005 776 
4 2,52 8. 350 4 2. 479 0.041 0, 001 681 
5 2. 30 4. 840 0 2 216 —0. 016 0. 000 256 
2. 00 中 .DO 站 2,0168 一 各 站 tp 和 00DD 256 
了 :81 3,276 1 1. 857 0.047 0, O02 209 
8 ,70 2. 890 0 1,. 727 —0. 027 0. 000 729 
9 .60 2. 560 0 1 619 一 0 019 0.000 361 
10 .50 2.250 0 1. 527 —0. 027 0, 000 729 
11 1. 43 2 人 0 和 9 1 117 —0.017 0, 000 289 
12 1. 37 1. 876 9 1. 378 —0 U08 0, 000 064 
13 1. 32 1. 742 4 1, 318 0. 004 0. 000 016 
14 .29 1. 664 1 1. 262 0.038 0. 000 784 
15 1. 25 1. 562 5 1 213 0.037 0, 001 369 
Eh 30. 66 73, B81 4 一 0, O41 200 


Ny 
Q= Dy —»): = 0.0412 
rl 
Q 


他 一 Ns 0.056 
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加 SN 


Y Ai 2 
yx 一 :一 Dy (Dy) /JN =— 11.212 


这 说 明 该 曲线 拟 合 得 较 好 。 

需要 指出 的 是 , 在 化 曲线 为 直线 的 回归 计算 中 , 通常 y 也 作 了 变换 ， 如 
车 函 数 出 线 方程 式 (9-37)， 经 变 燃 后 ， 按 最 小 二 乘法 是 使 岂 (lny 一 In y)? 达 
到 最 小 什 , 所 以 实际 上 所 求 的 回归 曲线 不 能 说 用 最 小 二 槛 法 所 配 的 曲线 为 
最 佳 的 拟 合 曲线 。 因 此 ，, 必要 时 可 用 不 同类 型 函数 计算 后 进行 比较 。 择 其 
最 优 者 。 比 较 时 , 可 比较 Q, a， R: 这 三 个 量 中 任 一 个 , Q, 小 者 为 优 ， 而 
RR 大 者 为 优 。 

对 变量 代 换 后 的 直线 方程 与 _- 般 直线 方程 一 样 也 可 作 显 著 性 检验 。 它 
可 有 反映 变量 代 换 后 的 直线 的 合 情况 。 一 般 地 说 , 它 可 作为 晓 线 拟 合 好 坏 的 
参考 , 但 它 不 能 确切 地 表明 原始 变量 x 和 y 之 间 的 拟 合 情 况 ， 
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前 面 讨论 了 两 个 变量 之 间 实 验 结果 的 数学 表示 一 一 一 元 回归 问题 , 但 
在 很 多 工程 技术 和 科学 实验 问题 中 , 常常 湖 要 讨论 多 个 变量 之 间 实 验 结果 
的 数学 表示 , 这 就 是 多 元 回归 分 析 问 题 。 

一 、 二 元 线性 回归 方程 的 求法 

假如 因 变 量 y 与 另外 两 个 变量 rt，zt* 的 内 在 联系 是 线性 的 , 通过 实验 
得 到 N 组 观测 数据 : 

《TI Tas Yr) 一 1，2，…，M (9 -41) 

那么 这 批 数 据 可 以 有 如 下 的 结构 形式 ， 
91 三 高 十 BT 十 上 Tt11 十 8&8 
3 三 BB 二 Bra 二 Bra + 


(9-42) 


yy 一 钠 十 页 fw 十 旋 TNvs 二 Ew 
式 中 ， 应 ， a 了 应 为 三 个 待 估计 参数 ; Ft» 最 两 个 可 以 准确 测量 或 控制 的 
一 般 变 量 ; ea es，…, ew 是 和 N 个 相互 独立 且 服 从 同一 正 态 分 布 N(0, ea) 的 
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随机 变量 。 这 就 是 二 元 线性 回归 的 数学 异型 。 
用 最 小 二 乘 估计 参数 8, 设 如 ,所 ,Bb 分 别 是 参数 遍 , 六 的 最 小 二 乘 
估计 . 则 回归 方程 为 
by + bi + hr (9-43) 
观测 值 y, 的 残余 误 关 为 
由 二 (9-44) 
二 乘法 可 知 , 妈 ， ,br 应 使 得 全 部 观测 值 y 与 回归 值 y， 的 残 差 平 
方 和 达到 最 小 , 即 
Q= D0 — 7 二 2 or- 一 中 ma 一 后 Xn)? 一 最 小 
忆 是 5b,, 训 ,Pb 的 非 负 二 次 式 ， 所 以 最 小 值 一 定 存 在 。 根据 极 值 定 理 , 、 
,应 是 下 列 方程 组 的 解 : 


20 s 
一 2 bo D1 bo Ti ) ™ 0 


Ee -oa 一 和 mn 一 和 rejzu = 0 (9-45) 
] 


Ops 
此 方程 组 称 为 正规 方程 组 ， 它 可 以 进一步 化 为 


NB 十 (2 )s.+ (D2) = 2 
(Ds :和 + (Di)st (Bra) = Dy (9-46) 


(> ze 十 (Par )a 十 (Pa) 一 Dey 

解 此 正规 方程 组 , 就 可 以 得 出 回归 参数 妨 , 和 和 如。 但 是 , 通常 为 了 
简化 计算 ,人们 常 以 变量 与 其 均值 之 差 即 (n 一 1， zz 一 zy， yy 一) 来 建立 另 
一 形式 的 方程 ,这 样 变换 的 结果 , 可 使 正规 方程 组 减少 一 个 方程 式 ， 


由 于 y= tb r+ bare 


3aQ8 Tb be br 0 
了 1 


因而 多 二 5 一 如 十 区 十 如 


y= 《9-47)》 
于 是 , 式 (9-47) 的 正规 方程 组 就 可 表示 为 


第 如 节 ”多 元 线性 加 后 
_ = 255 


Y 人 ™ 
OD rT th mi zi) = Dm Ty 9) 
1 一 ] 【一 1 41 一 | 


N ™ ~ 
br ra — Tra — 7 ) tb Yrs — I) 一 Da— Ty,— 
7 一 上 F 1 7 1 
(9-48) 
解 此 方程 组 , 可 得 碳 向 为 


多 


Sl my —y De 一 说 站 -er ea — Ly D0- Dr 一 五 ) 
而 = 二 
Do 一 部 站 Do A [Ba —2) Gz)] 


C9-49) 


YY 与 上 
Sa nt) ,92 地 了 Sm 了 Ha ED (和 —Dixa 一 总 
一 1 1=] 


如 t=l 


所 
Day Dee 2) :一 | De 一 五 (ze 一 元) | 
?一 


参数 请 和 饭 确定 后 ， 就 可 以 计算 第 三 个 参数 点 , 邵 
by = yr 一 下 了 《9-5]) 
为 了 记忆 方 使 , 我 们 记 ; 


NN ~ 六 : 
i 二 mn 一 i 二 Di NY) 
N Y 
i = De, - Tire 一 五 ) 一 DE -Dz ) (Dz) 
=1 + + 一 1 了 1 


+ 一 上 
Y 出 1 fe 
hy = 2 | FD), CO— See) 
一 二 1™=l 1=1 


ta, = 2 xe 一 总 并 册 一 Yay KB) (Ds) 


i=1] i=l 


by 一 2 6 :一 玖 ? = Sy 本 


这 样式 (9-49) 和 式 (9-50) 可 以 写 为 
ln, tzday 


bntzr bis 


b 一 {9-53) 
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b= Hn C9-54) 


加 


it 一 He 
[ 例 9-10】 根据 经 验 知道 某 变量 y 受 变 量 .x,，x; 影响 ,通过 试验 获得 
表 9-18 的 一 批 数据 ， 试 建立 ?对 zl，z 的 线性 回归 方程 。 
囊 9 18 


解 : 先 对 数据 按 玫 9- 19 和 表 9-20 进行 处 理 得 

5=12.07, Fz =9.1, z=751.2, =161.7, l=162,4, lo 一 211.6， 
1 ,=—67.97, Ls,=—70,94 
由 式 (9-53) 和 (9-54) 得 
laatis — dls, 211.6X( 一 67.97) 一 162.4X( 一 70.94) 


b; 一 


Uda — lhe 161.7 x 211.6— 162. 4 
一 2 861.769 
a 365 
b 一 huts, — bz, _ 一 了 0 日 4 XX 181. 7 一 162. 4 这 【一 Bb7. 97) 
一 161.7 x 211.6—162,. 4 
一 432.670 
.9 0. 055 
= 56.71 
所 求 回 妇 方 程 为 。 y=56. 71 一 0. 365x1 一 0. 055z 
囊 9-19 


1 Xly Ty 


2 083,2 | 553 33¢ 42 | ] 160 225 


561 O01 


3 145.8 58.n 10 486 


10 682. 1 


S58 O09 


5215 | S55 025| 88.9 |9461.5| 161,29 


S68 516 9 O48 


,04 | ?3609.65655 504 
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2 564 O01 | 125. 44 | 8 411.2[ 125.44 


9 58.2 | 5973 049 | 128, 52 | 了 21 二 | 10d4.D4 


和 上 4. 虽 ?56 10.1 196 0 584 | 571 536 | 113 全 | B62.4| 108.16 


和 一 一 下 一 一 一 
10 15.4 ?757 9.9 237 16 |11 657.8| 573 049 | 152, 46 1 7 494.3| 98.01 


-一 一 一 - 


>» 9 7 512 | 120.7 | 989.8 |68 521.6j5 643 226| 1 030,4 |90 598.9,1 487, 43 
~ | 1 | | 


表 9-20 


Y¥ Y 


YY 2 
i Dn =o Ye 一 站 (oj = 161.7 
:1 人 : = 
™Y YW 
tlz 一 mn JU 7) 一 -ns -Bm) {De)- 162.4 
: ~ 1 
YY | 
名 人 = 211.6 


' 
Bm 了 )y 汪 DE § (Da ) (3%)=-6 97 


一 | t=1 


和 


YY YY 
tz = ri — To) = + Dey- 调 { Dr ){ 3»)= — 70,.94 
T 一 上 


ul :=] 


二 、 多 元 线性 回归 


假如 因 变 量 y 与 和男 外 M 个 变量 r, 、 Te 的 内 在 联系 是 线性 的 ， 
通过 试验 得 到 N 组 观测 数据 ， 
CT Tas rs Tem Y,) t= ,2 oN 
么 这 批 数据 可 以 有 如 下 的 结构 形式 : 
三 高 十 zu 十 遍 xTz 十 二 Derm 十 8 
二 摧 十 启 .ra 十 房 zas 二 + Pur em +es 
: (9-535) 
3w 一 局 十 所 zw 十 房 rm + 十 Bu + ew 


式 中 ， Bs Bs Bu 为 M 十 1 个 待 估 计 参 数 ， Tl Ta 定 村 是 MM 个 可 
以 准确 测量 或 控制 的 一 般 变量 ; sl， es，…, ew 是 NN 个 相互 独立 有 是 服从 同一 
正 态 分 布 N(0, o) 的 随机 变量 。 用 最 小 二 乘 估计 参数 B; 误 夯 页， bu 
分 别 是 参数 序 , 员 ，…， Bu 的 最 小 二 乘 佑 计 ， 则 回归 方程 为 


》 一 负 + hx 二 二 byrnm (9-58) 
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观测 值 w 的 残余 误 兰 为 
UO 二 yy Cr 二 1, 2, wi] N) (9-57) 


由 最 小 二 乘法 可 知 , 如 ， 刀 ，…， bw 应 使 得 全 部 观测 值 y, 与 回归 值 》 
的 残 差 平方 和 达到 最 小 ， 邵 
= Dy 最 小 
已 是 六 ， [A a by 的 非 久 二 次 式 ， 所 以 最 小 值 一 定 存 在 。 根据 极 值 定理 ， 
hh, 号 ， bu 应 是 下 列 方程 组 的 解 : 


Yy 
3Q 一 一 2 > (yy bo dr hyrivm) = 0 
dh te—1 


1 


{9-58) 
ob, 
1:=1.2,., M 

此 方程 组 称 为 正规 方程 组 ， 它 可 以 进一步 化 为 


Mt+(2mja+ + (Bajat. + (Don) Ds 


vy 
3Q 一 一 2 (y, 一 名 — Pzn we BMT ) Xs 一 "| 
一 上 


vy 


(Ds 页 十 + (Da n+ (Dans)er “+ [> aw bu = Day 

二 1 t=1 :=1 1 一 

She (Bea) a 

(Da | 十 (Ban)at jat (Da 过 +… + (5s gy 一 DE 
{9-59) 


解 此 正规 方程 组 可 得 到 hos Dis s,s ba 的 解 ， 这 需要 解 M 十 1 个 方程 组 ， 因 
而 用 答 阵 方法 来 研究 多 元 线性 回归 问题 在 形式 上 要 简单 ， 


全 
21 1 xn Xs TIM 可 
y= ” X= 7 2 | iM p= b (9-60) 
Yn 1 ZN Ky TN by 


则 式 (9-59) 的 矩阵 形式 为 
(XX)b = KY 9-61) 


记 和 六 二 XX, 明寺 TY C=A' 则 上 式 可 表示 为 
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名 一 台 (9-62) 
b=CB=A'B= (XX) XY (9-63) 
| 工 1 1 1 rl x re TIM 
1l Tal 4l TN 1 al 过 2 TeM 
瘟 一 其 :其 一 | x i ze |1 ra raz Tam 
里 里 + 里 
EM Foam Tam YN Ll rm Xs NM 
rc v N Ny 
N Dr Dr 机 D xm 
1™1 t 一 ] 1=] 
N N Ny 和 
时 
Dr Dz Dr 区 攻 问 ™" Dra rm 
r=1 i=1 t=—1l fm 
二 | N N N 
了 
了 Tl > ™"™ D reaxim 
tol 1 一 上 1 一 1 1=] 
， : : . 
N 于 y N 
了 Drm > rmra " Dh 
Lr=1 t=l t=] i=1 J 
N 
> 
r=] 
1 1 1 1 ML N B, 
Dray 
A Xl Tal NL Ya 1=} B 
一 VI N 
B=XY= re re Xa Ty | |y: | 一 = |B, 
: 。 ， Tey : 
: 和 : 1=1 : 
TIM TIM TM NM Ny : Bu 
N 
了 > 
:=1 
则 
机 co tl Co ton | [Bo 
如 em Cl Oe cm | |B 
外 | 一 | co cn Cw Com | | 也: 
本 和 : 本 
by Chay OCM] CM CMM LOm 


或 b=cwBo tea Bt temBus 
式 中 的 bos Bs ny by 为 所 求 回归 方程 的 回归 系数 ， 


k=0， 1， 2， ry M {9-64) 
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系数 矩阵 4 的 逆 矩 阵 4 “可 用 行列 式 法 或 初等 变换 法 求解 。 解 线性 方 
程 组 的 方法 很 多 , 并 不 一 定 要 求 通过 求 逆 矩 阵 的 方法 来 解 , 但 在 进一步 的 
统计 分 析 中 , 我 们 要 用 到 逆 矩 阵 4 ' 中 的 元 隶 ， 这 样 就 使 求 逆 矩阵 A“' 成 为 
必要 了 ,另外 应 用 电子 计算 机 求 道 矩 阵 也 很 方便 。 

这 样 , 在 处 理 多 元 系 线性 回归 问题 时 ， 主 要 是 计算 下 列 四 个 矩阵 ， 

XX, A,C,B 

其 中 下 是 多 元 线性 回归 模型 中 数据 y, 的 结构 矩阵 , 它 构 成 N 次 实验 ; 4 是 
正规 方程 组 的 系数 矩阵 (也 称 痛 息 矩 阵 ), A 二 入 "外 ; C 是 系数 矩阵 4 的 道 抢 
阵 , 亦 称 相关 矩阵: 也 是 正规 方程 组 的 常数 项 矩阵 ， 它 实际 上 是 个 列 向 基 。 

在 多 元 线性 回归 模型 中 , 常用 另 一 种 数据 结构 式 

WR TBire — TT Butrm — Ew) 十 和 


1 二 1 ， 2 "ny N (9-65) 
相应 的 回归 方程 为 
y 二 po 十 外 (Ti 十 本 (Te 一 十 司 十 By (ry Tu) (9-66) 
N 
Da 


式 中 , 莹 一 本 ， 一 |， 2, ,MM, 它 的 结构 矩阵 其 ， 常数 项 矩阵 B 和 系 
数 矩 阵 4 分 别 为 


1 rx re TM TM 
= 1 Xe 一 下 | TT TaM TM 
l xm A rw — Xa TNM 一 TM 
是 
了 
t=| 
N 
{zn — Fy 
B= t=] ' 
N 
DD) Cm — Eu) y, 
ti™l 
不 尘 轩 T= 
rN 0 0 ro 0 
本 


tl 


六 N 
0 > (2 一 五 了 > (Cx 一 三 Yr 一 语 】 山寺 > (rn 一 让 | HL 一 直入 
1 一 上 4 一] 


和 N N 
0 2 Ciw Eu) Cr -5) Dem) RB) Dom zy 
I :二 ] 


L Fe] 


人 2 
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地 


于 是 


y YY 
i, 二 Dx, 一 (ry 一 开 ) 一 na N (Dr) (Dn) 
了 1=1 了 一 上 
ty 三 1， 2， "MM (9-67) 
vy Ny 1 Y Yl 
b= Dr 一 五 和 = D7 Toy — NH( (2 yy) 
上 上 一] 上 一 ] 1 一 (2 
了 1， 2 sy M 
N 0 0 0 
~ 0 机 bz ly _ 四 | 
: 0 工 
0 lm tu ta 
vy 
2 
1=1 
B= hy 


模型 (9-65) 的 矩阵 4 和 8 与 一 般 模型 (9-55) 的 矩阵 4 和 六 是 有 区 别 


的 , 这 在 今后 的 计算 中 要 特别 注意 。 
这 里 矩阵 4 的 逆 矩 阵 之 具有 如 于 形式 
-| 


l/N 
c=| / 
0 LL 
于 是 , 模型 (9-65) 的 回归 系数 
b=CB 
Hn 2 
p pl _ ~ 0D | 1 
: 0 I 
M 
My 
即 
1 BB 
Po NO = y 
bl dly 
已 _ 1 (9-68) 
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可 见 , 模型 (9-65) 的 优点 不 仅 在 于 使 得 常数 项 回归 系数 ps 与 如 ;如 ， 
…, bu 无 关 ， 而 且 使 求 道 矩阵 的 运算 降低 一 阶 , 减少 了 计算 量 。 
这 类 问题 的 一 般 计算 过 程 是 ， 先 求 出 


所 
2 
i=1 


向 
ar， 1 = 1 2 MM 


1 一 1 


DV rry, 1 
1 一 ] 


Pry 了 一 |， 2 ， MM 


然后 按 式 (9-67) 求 出 ,和 4 ， 最 后 求 出 着 矩阵 工 -:， 按 式 (9-68) 求 出 回归 
系数 p05, j= 二 1,， 22， M。 


三 、 多 元 线性 回归 的 显著 性 检验 与 不 确定 度 评定 


一 个 回归 方程 是 否 反 映 客 观 规律 ,效果 如 何 , 主要 靠 实践 来 检验 。 从 
数 党 角度 看 , 和 一 元 回归 类 似 , 它 也 可 以 用 数理 统计 检验 的 方法 来 检验 。 
为 此 , 要 对 多 元 线性 回归 进行 方差 分 析 。y 的 总 离 差 平方 和 S, 回归 平方 和 
U 和 残余 平方 和 久 的 计算 及 其 相应 的 自由 度 如 玫 9-21 所 示 。 此 处 , 回归 平 
方 和 表示 在 y 的 总 离 差 平 方 和 中 , 变量 ri ，ze，…，znw 与 ? 的 线性 关系 而 
引起 y 变化 的 部 分 , 它 的 相应 的 自由 度 为 自 变量 的 个 数 MM。 
表 9-21 


站 向 
U= Dy =D = 3 
1=1 


回归 方程 显著 性 的 检验 可 使 用 残 杂 平方 和 对 回归 平方 和 的 下 检验 进 
行 , 表 9-21 中 的 下 为 下 检验 的 数学 统计 量 ;: 

U/M Uo 
QAN—M—1) Mo’ 
和 一 元 线性 回归 一 样 ， 当天 F,CM, N 一 MM 一 1 时 ， 则 认为 回归 方程 在 


F= 


{9-69) 
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a 水平 上 品 著 。 
多 元 回归 方程 的 预报 不 确定 度 由 残余 标准 差 来 估计 


-i eR _7 
如 NM C9-70) 


【 例 9-11】 对 例 9-10 中 的 回归 问题 进行 方差 分 析 。 


YV hb YY 2 
$= = Dy -7 = DN (Dn) = 30.58 
1=| 上 一 上 1 一 上 
回归 平方 和 
U=bh,+hts, = —0. 365X(—67.97) ~0. 055X( 一 70.94) 一 28.71 
城 余 平方 得 


Q=5—U=30.58 ?28.71=1. 87 
计算 结果 列表 如 表 9-22 所 示 。 


囊 9-22 


-| & 一 
5 一 /太一 M 一 1 0.52 


由 于 FF 一 53, 743 9> Fost2，7) 一 和 794， 因此 回归 方程 在 x 一 0.05 水 平 
上 显著 。 
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前 面 介绍 的 回归 方法 , 是 一 次 性 地 利用 全 部 测量 数据 计算 回归 系数 。 
在 动态 测量 中 , 数据 往往 是 序 芙 测 出 的 , 面 且 有 的 要 求 进行 实时 处 理 ， 即 每 
获得 一 个 新 数据 , 就 要 及 时 解 算出 回归 模型 的 系数 , 若 采 用 式 (9-6) 、(9-7) 
或 式 (9-63) 每 一 个 中 间 参 数 ( 如 B,C 或 1,;，1,, 等 ;都 要 重新 计算 ,数据 增 
吉 次 数 越 多 , 计算 工作 量 越 大 , 其 中 很 多 计算 是 重复 的 ， 所 以 数据 积累 得 越 
多 , 实时 性 越 差 。 采 用 递 推算 法 是 解决 上 述 问题 的 最 佳 方法 , 递 推算 法 的 
基本 思想 是 : 首先 根据 初始 值 , 利用 式 (9-6)、(9-7) 或 式 (9-63) 计 算出 回归 
系数 初始 值 ; 新 增加 一 组 数据 后 , 计算 出 新 增 数据 带 来 的 回归 系数 增 量 , 加 
归 系 数 初始 值 加 上 其 增 量 就 是 回归 系数 新 的 解 ; 再 增加 新 数据 时 , 按 此 法 


-263 
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类 推 解 算 ， 虫 于 回归 系数 增加 的 计算 上 作 基 较 少 ,而 且 无 重复 计算 ， 提 高 
了 计算 速度 。 


一 、 回 归 系 数 的 递 推 计算 公式 
没 回归 模型 为 


yb hb rT by 
现 测 最 N 组 数据 ,根据 式 (9-63? 可 得 到 回 时 系数 的 矩阵 解 
一 (CC 
设 *、 为 新 增加 的 一 个 测量 值 ， 与 了 相对 应 的 自 变 量 值 为 (zw+ri， 
rw+ray my vv 新 的 系数 矩阵 为 


rl i 上 ZIM | 
1 六 21 机 Tam 
了 ， : [到 
wl 二 : : : 一 
FI 
1 TN * TN 
L1 村 NT NIM 


式 中 : Z' 二 (1 TN yle NM 


设 Yv,1， Bbw! 分 别 为 测量 值 增加 后 的 观测 值 矩 阵 和 回归 系数 矩阵 
V1 以 
A 7 
Y, bl 
ww- 一 | 二 | 1 byri= 
[>] : 
Vy 了 


由 公式 (9-63) 知 ,新 的 回归 系数 夭 阵 解 为 
bv = CR Kin) KEYN = Curi By 
式 中 : Cy = (XN Kv) » By = Yu 
将 Xv+i 的 展开 式 代 入 Cnt 得 
Cw = [zj [2] - (了 TZ ZY 
2 Lz 
=(Cw +221)) 
引 理 ; 设 4、C 利 4 十 BCD 为 非 奇异 方 阵 , 则 下 剂 等 式 成 立 
(和 十 BCD) 1 =A 1 一 A 1B(C'+DA BY 1D4 1: 
证 明 : 通过 直接 运算 有 
(和 十 BCD), (A 二 BCD)” 
= (4 十 BCD)[4 一 41BCC- 十 了 4 BY 1DA-!] 
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=E 
也 为 单位 矩阵 。 
由 引 理 知 Cr =Cv 一 CvZ(0I 十 ZTCNZ) ZCy。 
将 是 5， lx Ynw-i 的 展开 式 代 入 Bw+1 得 
Bvt 一 是 WiYw- 


-2 
-zl 
= {XY Dy vy. ) 
=B, 十 用 
将 Cv、Bv4t 的 展开 式 代 入 bv, 得 
bv = Cv * By 
A A A A 
ZICnZJ I CyZy ys 
将 上 式 后 两 项 归并 整理 得 
[oA A 
= CZ I CE) yw 
将 上 式 代 入 bw+1 得 
by =CvBy + COZ + EOE Cy — ZT OB,) 
=by 汪 CuZI1 十 ZTCNZ)-ICyw — ZIhy) 
今 Eu 一 (1 十 ZTCvZ)-ICvZ (9-71) 
则 buti 一 kur yw ZIby) (9-72) 
将 Ewtt 代 入 Cwri 得 
Cy = Cy — kn ZC (9-73) 
式 (9-71)、(9-72) 和 (9-73) 构 成 了 回归 系数 递 推 解 的 计算 公式 ; 
Kun = (+ ECNZY I CNS 
bur = byt kun Cynn — ZT by) 
Cun = Cy — kv ZCy 
式 中 ，(1 十 ZTCvZ) -1 和 (yw+i 一 ZIby) 是 两 个 标量 , 它们 的 计算 结果 是 两 个 
纯 数 ; 上 式 中 所 有 计算 不 需要 计算 道 和 矩阵 , 计算 效率 大 大 提高 。 


二 、 计 算 步 又 


(1) 计算 5B 和 CC 的 初始 值 by、 Cw 
根据 起 始 的 N 组 数据 和 式 (9-63) 有 
Cy 一 (大 RNXw) 
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Bu =XY, 
by =Cyv" By 
N M+ 2 
(2) 计算 Kv 
第 一 次 新 增加 的 测量 值 为 ys ， 与 之 相对 应 的 也 矩 阵 为 
ZB = ro Ts oo wii) 
根据 式 (9-71) 


Kv (TDPCZ) ICNZ 

(3) 计算 回归 系数 年 阵 By-1 

首先 计算 回归 系数 增 量 Ab, 根据 式 (9-72) 

Mb = Kvn (yy — ZT hy,) 
by = bv Ab 
然后 计算 Cv, 的 增 量 AC, 根据 式 (9-73) 
AC 一 一 上 ZTC 
Ci = Ct AC 

(4) 重复 (2) 至 (3) 步 ， 直 至 数据 采样 结束 , 这样 把 每 增加 一 组 数据 后 的 
回归 方程 系数 全 部 解 算出 来 。 

【 例 9-12】 自动 补偿 的 水 准 仪 居中 误差 与 温度 和 温度 的 变化 量 呈 线性 
榭 关 甘 系 , 测量 计 仪 器 对 上 述 原 困 产 生 的 误差 自动 修正 , 修正 模型 的 计算 
采用 递 推 回归 方法 ， 表 9-23 中 的 数据 为 一 个 样本 ， 现 进行 递 推 回归 计算 ， 

了 9.23 


温度 增 贡 2 人 爷 
1 1 1.5 
2 2 2.4 1.8 
3 3.6 2.5 
4 d 4.2 3.6 y=0, 528 6+1, 514 97 —0, 714 Ses 
5 5 4.2 3 一 让 49 十 1. 27.71 一 0. 572 
6 6 5 0 3 一 小 373 7+1, 024 771 —0. 250 de 


(1) 计算 5、C 的 初始 值 各 ,Cw 
设 回归 模型 为 
y= th rt hs rs 
取 前 4 组 数据 计算 5、Cy, 即 : N=4 ，M= 2 


由 式 (9-63) 若 
| 1 1.5 1.0 
1] 2 2.4 1.8 
是 一 4 一 
1 3 3.8 2.5 
1 4 4.2 .6 
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9.09 10. 53 一 12 
C, = (XIX,)! = 了 元 10.53 17.55 一 18.6 
一 12 一 ,站 20 J 
8,9 
B, = XIY, = |26.5 
9. 94 


0.666 0.5286 1 mm 
b=C.B = |1.908 = |1.5148 | 六 


1 26 
0.9 |-0.7143 , 
则 初始 的 回归 方程 为 
y= 0.528 6+1.514 3 一 0.914 37, 
(2) 计算 天 
新 增加 的 测量 数据 为 


y=42 一 1) 
根据 式 (9-71) 计 算 天 ， 
Ks 一 {lO CZ 
0. 54 
_ 1 
CZ= 38 6 3. 42 
一 3.0 
ZICIZ 一 2.34 二 1.26 一 1.8571 
. 54 0. 54 
-1 1 一 出 35 
ks = (i 二 1.857 1) X 86 3. 42 六 3. 42 


l 
3.0 —3.0 


(3) 计算 回归 系数 朱 阵 B& 和 性 
首先 计算 回归 系数 增 量 Ab, 根据 式 (9-72) 
Ab=k: (ys —2Th,) 
Zh,=4.457 1 
Mb =k (4.2 4.457 1} 


, 54 
_ 0.09 
一 一 工 冰 |3.42 


一 3.0 


0, 666 0. 54 


_ 1 | go8| 809 
b=h+iAb~Ig 1, 908 开关 38, 42 


—0.9 一 3.0 


一 中 267 
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0. 617 | 0. 49 bo 
] 
一 一 一 | 1], = | 1， = | 百 
1 326 1, 800 2 1. 27 1 
一 0 63 一 由. 5 2 


则 第 一 次 新 增 测 量 数 据 后 的 回归 方程 为 
3 一 0.49 十 1. 27z —0. Sx 
然后 计算 CC, 的 增 量 AC， 根 据 式 (9-73》 
AC =— k 2 C, 
0.291 6 1.8468 一 1.62 
0.35 
18468 11.696 4 一 10.26 
一 1.62 一 10.26 9 


Cs = 十 AC 
9. 009 10.017 一 11.55 
1 加 
6 10.017 14, 301 15.75 
一 11.55 —15,75 17.5 
(4) 计算 第 二 次 新 增 数 据 后 的 回归 系数 


第 二 次 新 增加 的 数据 为 
y=5.0 Zi—(1 6 5.8) 


计算 局。 
i =(1 ZCZ) CZ 
2. 121 
_0. 3291 
6 4,. 473 
— 4.550 


计算 bs 的 增 量 Ap。 
AB =— ks (ys —Zb) 


[46 57 
一 | 一 0.309 103 
0. 314 424 
计算 下 归 系 数 和 矩阵 Bb 。 
bs =6: + Ab 
,617 4 — 0.146 57 
= 二 疡 1. 600 2 + — 0. 309 103 
— 0.63 0. 314 424 
0.373 67] rb 
=| 1.024 68|= lo 


—0,250 46 ， 


习题 刀 


全 209 


第 二 次 新 增 测量 数据 后 的 回归 方程 为 : 
$=—0, 373 67 十 1.024 68z 一 0. 250 346 


习题 九 


9-1 根据 以 下 数据 ， 拟 人 台 y 与 x 之 间 的 线性 关系 ( 设 + 无 误差 )。 


+ 20 30 把 50 0 


了 94 125 142 163 198 


9-2 在 一 元 线性 回归 分 析 中 , 若 规定 回归 方程 必须 过 坐标 系 的 原点 ， 试 建立 这 一 
类 问 归 方程 的 数学 模型 ， 并 推导 回归 方程 系数 的 计算 公式 
%-3 在 一 元 线性 癌 旺 分析 中 ， 当 观测 数据 的 数字 比较 庞杂 时 , 对 数据 作 适 当 变换 
可 以 简化 计算 ， 设 变换 关系 为 
X=di(r—e) y=d(r—ers) 


> zt y 
求证 ， 5 十 二 e 十 大 


1 1 ] 
入 一 页 和 了 a 4 二 六 


9-4 在 制定 公差 标准 时 ,必须 掌握 加 工 的 误差 随 工件 尺寸 变化 的 规律 。 例 如 ,对 
用 普通 车 床 切 前 外 回 进 行 了 大 量 实验 , 得 到 加工 误差 4 与 工件 直径 品 的 统计 数据 如 下 


Dimm 5 ] 50 100 150 250 300 350 400 
arm 3 11 18 24 26 30 33 35 36 37 


求 & 与 上 D 之 间 的 关系 经 验 公式 , 并 进行 FF 检验 (p=0.95)。 
9-5 下 表 数 据 是 退火 温度 对 黄 铀 延展 性 影响 的 试验 结果 


(1) 求 了 对 = 的 线性 回归 方程 , 并 进行 显著 性 检验 (p 二 0. 99) 。 

(2) 适 火 温度 为 550C 时 ， 黄 模 的 延展 性 是 笋 少 ? 

3-6 在 重复 试验 的 回归 分 析 问 题 中 , 设 变量 z 到 NN 个 试验 点 , 每 个 试验 点 处 对 变 
盖 了 重复 观测 六 次， 求证 ， 用 全 部 mxN 个 数据 点 求 出 的 y 对 z 回归 方程 与 用 y 平均 什 
的 个 数据 点 求 出 的 问 归 方 程 相间 。 

9-7 在 4 种 不 间 温 度 下 观测 某 化 学 反应 生成 物 含量 的 百分数 , 每 种 在 同一 温度 下 
重复 观测 3 次 , 数据 如 下 ，; 


250 300 


生成 物 会 量 的 
生成 全 77.4|767 | 78 2|841 | 845|837| 99. 和 |892|89.7] 9481947195,9 
百分数 y(%) 
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求 y 对 x 的 线性 回归 方程 ， 并 进行 方差 分 析 和 显著 性 检验 (2 一 0. 95)。 

9-8 在 医学 检查 中 , 用 最 微 镜 对 红 四 细胞 计数 是 一 项 耗 时 又 不 淮 确 的 工作 。 但 是 
对 填充 细胞 体 进 行 测量 却 容 易 得 多 。 为 了 求 出 这 两 者 之 间 的 关系 ,从 20 只 独身 上 抽取 
了 血样 ,对 每 份 血样 , 测量 其 填充 细胞 体 及 相应 的 红 由 细胞 数 y， 得 到 资料 如 下 表 : 


填充 细胞 体 x/mm 
红包 细胞 数 xy X10 
填充 细胞 体 /mm 
红 血 细胞 数 yx 10: 


和 35 | 6,30| 9.52| 3.50 |6.99 | 5.00 19.49 | 6.20| 6,55 | 8. 72 
rE 
re 


用 分 组 平均 法 求 红 自 细胞 数 > 对 填充 细胞 体 z 的 线性 回归 方程 。 
9-9 用 直线 检验 法 验证 下 列 数据 可 以 用 曲线 ?一 xfCa 十 pz) 表示 。 


B. 07 


9-10 用 表 差 法 验 证 下 列 数据 可 以 用 曲线 y=a + bx 十 cxi 表示 。 


9 11 根据 理论 分 析 , 简 子 纱 电阻 让 与 回潮 率 M 的 数值 关系 是 : 10* =aR*, 在 
20 人 条 件 下 ,对 ]4 号 简 子 纱 实测 结果 如 下 


有 的) 


ROO 


试 确定 参数 a, & 以 获得 由 电阻 估计 回潮 率 的 计算 公式 。 
9-12 炼焦 妨 的 焦化 时 间 > 与 炉 宽 >, 及 网 道 管 相 对 温度 z; 的 数据 如 下 ， 


81. 50 | 100, 44| 111, 42 
8.87 | 9.80 


类 回 归 方 程 ?一 名 十 责 2 十 枚 zi， 并 检验 回归 方程 的 效果 。 
9-13 已 知 参数 rz 对 ? 的 影响 为 线性 的 ,影响 量 是 根据 实测 数据 自动 建 模 进 行 实 
时 收 正 , 设 ,一 十 pz， ai 五 的 初始 值 由 下 列 数 据 计 算 ， 


然后 每 增加 一 组 数据 ， 就 重新 建 横 一 次 ， 现 依次 增加 3 组 测量 数据 ( 见 下 表 )， 试 用 
递 推 回归 方法 求 出 每 次 新 增 数 据 后 的 回归 方程 。 


拉 普 拉 斯 男 数 如 才 


附 表 | 


] 


ed 什 


Jrv 


人 


t 0 1 2 3 4 5 6 了 

0 oO O00 OI .O04 O00 G08 OO. 0120 ol oe ols ,023 9 |0. 027 9 |0. 
0 110.039 8 0.043 8|0.047 8|0.051 7|0.055 7 10. 059 6 | 由 063 6 0. 087 5 |o, 
OD.210.079 310, 083 2 0, 087 1 |O.091 O|0.004 8|0. 098 7 |0, 102 610. 106 4|0. 
D910 117 910.121 7|0.125 5 |0.129 3|0.133 1|0.136 810. 140 610. 144 310. 
D.4|0.155 410.159 1 10 162 810.166 4|10.170 0|0.173 160,177 2|0.180 810. 
D30191 5|0.195 010.198 S10.20] 9 010,205 4|0.208 8|0.212 3|0, 215 ?|0. 
DBI0. 225 7 |0. 229 1 |0, 232 4 10. 235 9 |0. 238 9 10.242 2|0, 245 40. 248 170, 
0.710.258 0|0, 261 TO. 264 2|0. 267 310, 270 3 0. 273 4|0.276 4|0.279 410, 
.8|0., 288 110.2891 0 00.293 9|0, 298 710. 299 5 |0. 302 3|0.305 1|0.307 830. 
B90,315 0410, 318 6 0. 321 2|0, 323 8 10. 326 4 | 0. 328 9|0, 331 5|0.334000. 
i000. 341 3 00, 343 810, 346 1 | 0. 348 5 [0. 350 810, 353 1 |0. 355 4 | 0. 357 7 | 0, 
1,.1|0.364 3|0, 366 5 |0. 368 8 | 0. 370 8|0, 372 910.374 9)0,377 0|0, 379 全 |. 
1.2|0.384 9|0, 386 9 |0. 388 9 |0. 390 7 | 0. 392 5 10, 394 440. 396 2 10. 398 O10, 
1,310,. 403 2 10. 404 9 |0. 406 6 [0,408 2 | 0. 409 9 |0. #411 5|0,413 110.414 7|0. 
1.d10. 419 2 10, 420 ?|0. 422 2 |0.423 6|0,425 1|0,.426 5|0.427 9|0, 429 2 10, 
1.5|0.433 2|0. 434 BIO, 435 ?10, 437 0 |0.438 2|0.439 4|0. 440 810.441 810, 
1.6|0.445 2 0, 446 3 | 0, 447 4 [0.448 4 0, 449 S|0, 150 5 [0. 451 5 10,452 5|0, 
1. 200. 455 4]0. 456 1 [0.457 310,458 2 |0.459 1|0. 459 9 |0, 480 8 0. 461 610, 
1.8|0, 464 1|0, 464 9 [0.465 610.466 #10, 467 1 [0.467 8 IO. 468 6 | 0, 489 3 10. 
1.3|0. 471 3|0, 471 9|0,.472 6|0.478 210.473 8|0,.474 4|0.475 0 0,485 6 |0, 
2,.0|0. 477 2|0. 477 810.478 3|0, 478 8|0.479 310.479 8|0, 480 310.480 8 |0, 
2. 1|0. 4B2 1 0, 462 6|0. 483 0 | 0.483 410,483 8 | 9.184 2 |0.484 6 | 0, 485 Ojo, 
2,2|0, 4B6 1 | 0. 486 4 |0. 486 8 |0. 487 1 | 0. 487 410. 487 B10. 488 110, 488 4 |0. 
2.310. 489 3|0. 489 6 |0. 489 8 | 0. 490 1 |0. 490 410, 490 810. 490 910.491 1|0, 
2.4|0, 491 8 10, 492 OO. 492 210, 492 5 |0, 492 ?|0. 492 9 |0. 493 1 10, 493 2 10. 
2.5|0, 493 8 0. 494 0 | 0. 404 1 |0,. 494 3 |0. 494 5 |0. 494 610, 494 8|0. 494 9 10. 
2.6|0. 495 340, 495 $0. 495 G10.4905 7 0, 495 9 | 0. 455 OO. 486 1 |0, 496 2 |0. 
2, F710. 496 5 [0.496 6 |0, 496 7 10, 496 B10. 496 9 |0, 497 0 0, 497 1 |0. 497 2 |0, 
2,.8|0. 497 4 |0. #97 510. 497 6 | 0. 497 7|0.497 7 10, 497 8 0. 497 9 |0, a97 040. 
,90498 1 |0. 498 2 |0. 498 2 | 0. 498 3 0, 498 4 | 0. 498 4 0, 498 5 1 0. 498 5 10. 
9.0|0. 498 7 70. 498 7 | 0. #98 7 |O. 498 8 | 0, 498 8 10, 498 910. 498 810, 498 9 |0. 
3,1|0. 499 0 |0. 499 1 | 0. 499 1 10, 499 1 |0, 499 2 |0.499 2|0, 499 2 |0. 499 2 10. 
3.2|0. 499 3 | 0. 499 3 10, 499 4|0, 499 4 | 0. 499 $0, 499 4 10. 499 4 [0, 499 8 |0. 
3.310,.499 510. 499 5 | 0. 499 5 FO. 499 6 |0,. 499 6 | 0. 499 6 |0, 499 6 | 0. 499 6 | 0. 
3,410,. 499 ?|0, 499 了 | 人 499 了 |D, 499 7? |0,. 499 7 | 0, 499 7 | 0, 499 7 | 0. 499 7 |0, 


0, 035 9 
075 3 
ll14 1 
151 了 
187 9 
222 4 
254 9 
285 2 
3133 
338 9 
362 1 
383 0 
401 5 
117 1 
431 9 


POspe 


全 


d44 1 
54 5 
d463 3 
470 6 
4476 PF 
481 7? 
465 了 
489 0 


oeremee 


全 


491 8 
493 6 
495 2 
96 44 
407 4 
488 1 
.98 6 
499 0 
99 3 
499 5 
499 7 
99 8 


安全 人 


